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DETERMINATION DES FORCES NODALES DANS LE CALCUL

Qx
Qi

A RUPTURE DES DALLES
par:
Mehdi GHALIBAFIAN

Docteur-Ingénieur

Ingénieur de la Faculté Technique de Téhéran
Assistant - Professeur 4 la Faculté Technique de Téhéran

Directeur du Laboratoire d’Essais des Matériaux
1- NOTATIONS, CONVENTIONS
1.1- Notations

: Valeur absolue de la charge concentrée agissant dans le nceud Ny

: Partie de la charge concentrée Q) supportée par la partie de
dalle (i)

: Force nodale partielle agissant dans le nceud N et provent de la

charnitre NiN;

: Force nodale agissant, dans le nceud Ny non chargé, sur la partie

de dalle (i)

: Force nodale agissant, dans le nceud Ny chargé d’ une charge

concentrée Q , sur la partie de dalle (i)

: Moment résistant par unité de longueur agissant sur une section

perpendiculaire aux armatures de la premiére nappe

: Moment résistant par unité de longueur agissant sur une section

perpendiculaire aux armatures de la deuxiéme nappe



my
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: Moment résistant par uuité de longueur agissant sur la charniére

plastique faisant un angle 6; avec la charniére sur laquelle s’exerce

le moment résistant M,

: Rapport entre les moment M, et M,

M,=\M,

(nous avons considéré A<1)

: Angle que font entre elles une charni¢re plastique quelconque et

la charniére sur lagelle s’exerce le moment M,

: Angles que font entre elles deux charni¢res plastiques ou un bord

et une charniére

: Deplacement virtuel du point X

\

: Rotation par rapport a 'axe des x de la partie de dalle (i)

: Rotation par rapport a I'axe des y de la partie de dalle (i)

D’ autres notations sont expliquées dans le texte

1.2- Conventions de Signe

1.21 —Un moment fléchissant sera considéré comme positif s’il produit

une traction a la partie inférieure de la dalle. Nous le représenterons par un

vecteur orienté dans le sens des aiguilles d’une montre par raport a la partie

de dalle considérée. La charniére plastique correspondante sera considérée comme

une ligne de rupture positive .

1.22—Les charges concentrées et les forces nodales seront considérées

comme positives si elles sont dirigées vers le haut, et négatives si elles sont

dirigées vers le bas.

4.3= Conventions de dessin

avananmaaanaaanaan  charniére plastique positive

(les fibres inférieures de la dalle sont tendues)

charniere plastique négative
(les fibres supéricures de la dalle sont tendues)
Bord libre

T777777,

7777777777777 Bord simplement appuyé
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Bord encastré

o Point d’ appui isolé
Axe de rotation, axe de symétrie

o Point d’application d’une cbarge concentrée dirigée
vers le bas

- Force nodale partielle dirigée vers le bas

. Force nodale partielle dirigée vers le haut

2- INTRODUCTION

Depuis longtemps la théorie du Professeur JOHANSEN S’ est révélée étre
le moyen le plus couvenable pour résoudre les problémes posés par la rupture
des dalles en béton armé. C’est d’ailleurs, dans la majorité des cas, la seule
solution que l'on puisse envisager.

Dans sa théorie dite «des Lignes de Rupture» le Professeur JOHANSEN
a proposé deux méthodes de calcul: méthode des travaux virtuels et méthode
d’ équilibre, dont la premitre est utilisée plus fréquemment que P’autre, qui est
pratiquement abandonnée. La raison en est que, dans la plupart des cas, la
deuxitme méthode conduit & des résultats inexacts. L’erreur vient du fait que,
les formules établies pour évaluer les forces nodales ne sont pas en accord avec
la réalité, et qu’il y manque des termes complémentaires.

Dans cet exposé, sera donné tout d’abord un court résumé de la théorie
du Pr. JOHANSEN ; nous essayerons ensuite d’établir de nouvelles formules
pour I’évaluation des forces nodales. L’exposé sera suivi d’un exemple pour

montrer que les deux méthodes conduisent bien aux mémes résultats.

3- THEORIE DU Pr. JOHANSEN
L’ élaboration de la théorie des «Lignes de Rupture» par le Pr. JOHAN-

SEN a été précédée de I’étude des résultats de differents essais de dalles
en béton armé. En effet le Pr. JOHANSEN, en étudiant la fagon dont ces
dalles se sont rompues, a bien remarqué que la rupture survient le long
de bandes étroites et quasi rectilignes dans lesquelles l’acier des armatures

atteint sa limite d’élasticité. Il a également remarqué que l’épuisement de
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capacité portante des dalles ne correspond pas & la formation partielle de ces
bandes et que la charge peut étre augmentée jusqu’ & ce que la dalle se
transforme en un «mécanisme» c’est-a-dire en un systéme déformable sans
apparition de nouvelles bandes. En ce qui concerne la déformation, le Pr.
JOHANSEN a constaté qu’ elle se compose de deux parties : la partie plastique
qui se concentre dans les bandes précitées et la partie élastique qui est
négligeable vis a4 vis de la partie plastique. Il s’est alors efforcé d’idéaliser le
phénoméne de rupture en négligeant les déformations élastiques et en remplacant
les bandes plastifiées par des charniéres plastiques appelées «Lignes de Rupture»,
Il a été ainsi amené & considérer un modéele «Rigide-Plastique» de la dalle.
Le fait d’ avoir imaginé un tel modele exige que les parties de dalle
limitées par des charnitres plastiques restent planes et que ces dernitres soient
rectilignes puisqu’elles constituent des intersections de plans. Dans ce cas les
déformations de la dalle consisteront en rotations des dif férentes parties de dalle,

les unes par rapport aux autres, le long des charniéres plastiques; pour une
partic de dalle simplement appuyée sur un de ses cotés 'axe de rotation sera
confondu avec la ligne d’appui et pour une partie de dalle simplement appuyée

sur un poteau, 'axe de rotation passera par le point d’appui.

Il va de soi que la charniére plastique entre deux parties de -dalle.adja-

centes passera par le point d’intersection de leurs axes de rotation.

4- APPLICATION DE LA THEORIE DU Pr. JOHANSEN

Les lignes essentielles de la théorie des lignes de rupture étant ainsi défi.
nies, étant donnés par ailleurs une configuration des lignes charniéres et un cas
de charges (position et intensité) bien précis; nous pouvons calculer le moment
s’ exergant dans les charnitres plastiques (probléme de dimensionnement) ou in
versement connaissant le moment résistant dans les charniéres on peut déterminer
la capacité portante de la dalle (probléme de contréle).

Ces calculs peuvent s’ effectuer selon deux méthodes :

a—Méthode basée sur le principe des travaux virtuels

b—Meéthode d’ équilibre
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La méthode des travaux virtuels consiste & écrire Iégalité des travaux des
forces internes et externes dans un déplacement virtuel compatible avec les liaisons
pour toute la dalle.

La méthode d’équilibre consiste simplement & étudier ’équilibre de chaque
partic de dalle, & Pinstant précédant la rupture complete, sous I’effet des charges
extérieures et les efforts internes qui agissent dans les charnitres plastiques.

Ces efforts sont les suivants :

a —Moment fléchissant

b —Moment de torsion

c—Effort tranchant

D’ aprés le Pr. JOHANSEN le: deux derriers efforts peuvent étre rem -
placés dans leur ensemble par des forces nodales: forces concentrées transversales
appliquées aux parties de dalle ot les lignes de rupture forment des nceuds. 11
est évident qu’en appliquant P'une ou Pautre des deux méthodes ci-dessus nous
pouvons remplacer sans inconvenient unc partie des forces internes par leur
résultante et nous n’ avons pas besoin de connaitre la distribution exacte de ces
efforts le long des charniéres plastiques.

D’ ailleurs en utilisant la méthode des travaux virtuels n’ entrent en jeu
que les moments de f{lexion s’exercant dans les charniéres plastiques ct la somme
des travaux effectués par les autres cfforts interns est égale & zéro.

Jusqu’ici nous avons supposé connaitre la conf iguration des lignes charniéres,

mais en réalité, la figure de rupture est la premiére chose a déterminer aussi

bien dans un probléme de dimensionnernet que dans un probléeme de contrdle.

5- DETERMINATION DE LA FIGURE DE RUPTURE

9.1 — Lorsque la méthodc choisie est basée sur le principe des travaux
virtuels, on fait appel pour déterminer la conf iguration des lignes charniéres, au
théoréme fondamental de Panalyse limite, dit «théoréme de la borne inférieure.
D’aprés ce théoréme, la charge de rupture réelle est inférieure 3 toutes les char-
ges de rupture calculées 4 partir de differentes f igures de rupture, et parmi tous

les schémas de rupture possibles il y en a un seul qui conduise 4 la charge de
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rupture minimale; ¢’ est le schéma réel de rupture. Ceci étant, on envisage unc
figure de rupture qui dépend de certains parametres X, Y ,Z,..., on applique
la méthode des trevaux virtuels & cette figure et on détermine la charge de

rupture P en fonction des dits parameétres, soit:
(V-1) P=FX,Y,Z,...)

La condition nécessaire pour que la charge de rupture P soit minimale

peut se traduire par les relations suivantes:

oP
oX
(V—2) [ oY
or
0Z

DR

Ces relations forment un systtme de n équations & n inconnues dont la
résolution fournit les valeurs des paramétres par l'intermédiaire desquels la figure
de rupture est parfaitement déterminée.

5.2 —Lorsqu’on se sert de la méthode d’équilibre pour résoudre un pro-
bleme de dalle, le point de départ est exactement le meme que pour la méthode
des travaux virtuels, ¢’ est-a-dire que I'on part d’un schéma de rupture dépen-
dant des paramétres X ,Y,Z, ... et en écrivant Péquilibre des différentes par-
ties de dalle on essaye d’établir le nombre voulu d’équations. La résolution de
ces équations définit d’une part le schéma de rupture et d’autre part la charge
de rupture quand il s’ agit d’ un probleme de contrdle, ou les moments s’exercant
dans les charniéres plastiques quand il s’agit d’un probléme de dimensionnement.

Il va de soi que pour éciire I'équilibre des différentes parties de dalle,
la connaissance de Pexpression exacte des forces nodales est indispensable, puisque
dans ce cas les moments de torsion et les efforts tranchants ne s’annulent pas

comme dans la méthode des travaux virtuels.
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6- EVALUATION DES FORCES NODALES
Pour évaluer les forces nodales on considére un nceud constitué par trois
lignes de rupture NoN,, NoN, et NoN, séparant les parties de dalle I, II et III,
Fig. (VI—I). Comme il vient d’étre indiqué, sur ces lignes de rupture agissent
les efforts suivants: moments fléchissant m, ,m, et mjy, efforts tranchants et
moments de torsion. Aux deux derniéres catégorie d’efforts, repartis le long d’une
charni¢re plastique on peut substituer deux forces localisées appliquées aux deux

extrémités de cette charniére.

Fig(¥I -1)

(Les signes sont conventionnels)

I1 faut remarquer que ces forces, intérieures a4 Iensemble du systéme sont
respectivement égales et opposées de part et d’autre de la charniére considérée.
Nous appellerons ces forces localiseés «forces nodales partielles» et nous les

désignerons par fi;. Dans un nceud donné et pour chaque partic de dalle, les

forces nodales partielles prevenant de deux lignes de rupture adjacentes constituent
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la force nodale Fy; proprement dite. Par exemple pour le nceud N, les forces

nodales agissant sur les parties de dalle I,II et III seront respectivement :
FOx - _f02+ f03
(VI—3) F02~'—‘—_f‘03 +f01

Fog= —1fo, +fo,
De ces relations résulte :
oy +TFor4-Fog=0
qui traduit la condition d’équilibre du nceud No.

Cela dit, on peut établir facilement Pexpression de la force nodale agissant
sur une partiec de dalle au voisinage d’'un nceud. On proceéde de la fagon sui-
vante :

Dans Pexemple choisi ci-dessus, au voisinage du nceud N, on fait passer
deux lignes de rupture fictives N'N, et N'Nj infiniment voisines de NoN, et
NoN;. Ces lignes de rupture découpent dans les parties de dalle I et III respec-
tivement les triangles N3N'N, et N,N'N,, Fig. (VI—II). L’ensemble du systeme
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€tant en équilibre, chacun de ses éléments sera obligatoirement en équilibre. Il
s’ensuit immédiatement que les triangles N,N'N, et N,N’N, sont en équilibre
puisque tout de suit avant ’effondrement la dall est encore en équilibre sous
Peffet des charges extérieures et des efforts internes.

Posons NoN'=AS; le moment de flexion par unité de longueur agis -
sant sur N'N, est égal & m,--Am,. Sur 'unité de longueur de N'N; agit un
moment f{léchissant égal & ms+Am,;. La résultante de la charge répatie sur
le triangle N,N'N, est égale & AP; qui passc par le point G, distant de Ahg
de N'N,, Fig. (VI—III).

Ceci étant, Péquilibre du triangle N,N'N, autour de N’'N, s’ecrit :

(a) Asm;Cosp’s+NoN,m,CosAag—N,N'(m, +Am,) + (fo, — Afo,) As Sinp's —
—'Ah3AP3=O
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D’aprés la figure (VI—ILI) nous avons:
N,N"=As Cosp's+NoN, CosAaz
d’ou on peut écrire la relation (a) sous la forme suivante:
(b) Asm, Cos p'3+NoNom, CosAas — Asm, Cosp’s —NoNym, CosAaz—
— N,N'Am,+fo, A5 Sinp's— Afo, As Sinp’s — AhgAP;=0

De plus, si N'N, tend vers NoN, les deux derniers termes de cette relation
tendront vers df,,ds Sinp's et dh,dP; qui étant des infiniment petits du second ordre,
peuvent étre définitivement supprimés. La relation (b) devient :
(c) (m, —m,) As Cosp’s— NN Am, +fo, As Sinp's=0

D’ autre part:

N'H=AsSinB;

et comme Aas est un infiniment petit, nouns pouvons écrire:

N'H
gL =A0s= Ry
2

IH .
N,N'— N _ As Sin 5
Aag Aag

En substituant & N,N’, la valeur ci-dessus, la relation (c) s’écrit:

LMz | ¢ AsSinp'y=0
3

(m, —m,)As Cosp’s — As SinBs

AT

/
I

As peut étre alors éliminé. Lorsque Ads tend vers zéro, p's tend vers Bg

ct, en divisant les deux membres de la relation par Sinps, on obtient :

(d) (m, —my) CotgBs— ij E =0
ag
comme Cotgps= —Cotgay on trouve finalement:
dm,
(e) — (m,—m,)Cotgaz— 1 +f,,=0
ag
d’ ot I’ expression de fo, :
dm,
() fo,= (m,—m,) Cotg oz Ao
ag
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Etudiant de la méme fagon I’équilibre du triangle N3N'N,, Fig. (VI—1V),
on trouve la relation suivante :

(®) N3Nomjz CosAa, + Asm, Cosp’, — N'Ng(mz -+ Ams) 4

+(—fos+ Af;) As Sinp’, — Ah,AP, =0

Etant donné:

N'N,;= As Cosp’, + N,;N, Cos Aa,

et

, N'K ~ AsSing,
N'N;= = A

et en négligeant les termes Ah,AP, et Af,;AsSing’,, la relation {g) peut s’écrirc

successivement sous les formes suivantes:

Asm,; Cosp’;— Asm,Cosp’; — N'N;Ams;—FfiozAs Sin’, =0
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(m, —m;) As Cosp’; — As Sin, AAnZ3 —fo3As Sinp’,=0
2

Ams‘ SinBQ _fog SinB'2 - 0

Og

(h) (m, —m3) Cosp',—

Quand Ao, tend vers zéro, p', tend vers B, et la relation (h) devient:

dm
(m,; —mj3) CotgB, — a&f —fo3=0

ou bien avec

Cotgp,= —Cotga,

-3

d
(k) fog= “‘(mx——mg)Cotqu — 8712
Des deux cxpressions (f) et (k) on déduit facilemet Dexpression de la

force nodale Yo, :

F01: —f02+f03

dm
— (m; —mg) Cotgo, — d%s

m,

dag

Fo;= —(m,;—m,) Cotgug —

d’ ou

(VI-5) l Fo,=(m, — m,)Cotgas+ {m;—m,)Cotga, - dm, _ dm,
l d(13 d(lg

Les forces nodales Fo, et Fop scraient données de la méme maniére par

les expressions suivantes:

(VI=6) | Fou (mj— my)Cotga, (m, —m) Cotgag — S8 — I
da, dog

dm, d
(VI-T) Foy = (m,; —mj)Cotga, -+ (m,—ms)Cntga, — a% - df:z
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REMARQUES :

A —Dans la quasi-totalit¢ des publications traitant du probléme des forces

nodales, les auteurs ont négligé la variation de m. Ils ont donc supprimé les

dm; . A .
termes —1 . Ce n’est exact que si la valeur de m est la méme sur n’ importe
a4

quelles lignes de rupture passant par le nceud considéré mais on ne peut Pas

généraliser comme le font certains auteurs et dire, en se basant sur le fait que

le moment de flesion m est maximal le tong des lignes de rupture, que, par

P cooodmoo. . s g
définition, la variation da doit étre égale 3 zéro.
o

Effectivement le moment de rupture provoqué par les charges extéricures
est maximal sur les charniéres plastiques et quand on étudie Peffet des charges
extérieures on peut raisonner de la facon ci-dessus. Mais en ce qui concerne le

calcul des forces nodales ¢’ est le moment résistant propre de la dalle qui entre
en jeu. Ce moment résistant est une qualité intrinseque de la dalle et ne dépend

absolument pas des charges extérieures. Etant donné cette indépendance, nous

o . . . . . dm

n’ avons pas le droit d’appliquer la notion de maximum et minimum, et “da

‘ o

5 1era 3 4 1 N z .l . s A - d: ,

n’ est pas obligatoircment égal a4 zéro sauf, comme il vient & é&tre ‘n que,

dans le cas, ol autour d’un nceud donné, la valeur de m ne dépend pas de
la direction de la ligne de rupture.

D’ailleurs dans ce cas les forces nodales elles méme sont égales a zéro
condition que toutes les lignes de rupture soient du méme signe. -

B—Les expressions de Fo,, F,, et Fog sont établies pour trois lignes de
rupture qui convergent en N,. Elles sont également appliquables & un neeud
ol aboutissent un nombre plus élevé de charniéres plastiques. Par exemple pour
un nceud N avec quatre charniéres plastiques, Fig. (VI—V), Papplication des

formules donne : : )
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Fig(W1-Y)

' d
F_,+F,,= (m,—m,)Cotges+ (my—m,)Cotga, — 3%:’3 _ amy
3

dm,
F.,+F,,=(ms—m,)Cotgu,+ (m, — m,)Cotgoz— d—?‘ _ S
4

(VI-8) |
dm dm,
F 3+ Fpe= (m, — mg)Cotga, + (m, —m;) Cotga, — C{Ef ~ do,
dml dm3

1 F s+ F,3= (m, —m,) Cotga,+ (mz—m,) Cotga, — de.  da,

C’ est un systtme de quatre équations & quatre inconnues qui permet de
calculer F,, ,F,,,F,; et Fy,.

On peut procéder de la méme maniére pour un nombre plus élevé de
lignes de rupture.

C —L’équilibre du nceud Ny exige que ZFy; soit égale a zéro. On voit
sur la figure (VI QVI) que do;= —do;y; .

Il en résulte:

q& . dmj

de; da;y,
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Elant donné cette relation on constate que XFy; ne peut étre qu’égale a

Z€ro .

Fig (YI-YI)

D —Pour établir les formules (VI-5), (VI—6) et (VI—7) nous avons

choisi trois lignes de rupture positives, mais on peut reprendre le méme raison-

nement pour n’importe quelles lignes de ropture. Autrement dit, les formules
ci-dessus sont absolument générales et les moments de flexion s’exercant dans
les charniéres peuvent étre posilifs , négatifs ou nuls.

E —Dans Pétablissement des formules (VI—35) a (VI—7) nous n’avons
tenu compte que de la charge répartie (uniforme ou quelconque), mais dans la
plupart des cas les nceuds se forment aux points d’ application des charges con-
centrées. Dans ce cas, chaque partie de dalle supporte une part q; de la charge

concentrée Q . .

Supposons que qy; soit dirigée vers le bas et désignons, cette fois, la force
nodalc par .5 ;. En écrivant ’équilibre des triangles élémentaires nous trou-

verons ¢

F 01={qor +(m,—m,)Cotgas+ (ms —m,)Cotga, — Sm" dm,

a3 do,

? ' dm3 dm‘!
02==qog 1~ (Mg — m,) Cotga, + (m, — m,)Cotgo, — do. " da
1 3

-F 03=qoz+ (m, — m3)Cotga,+ (m, — m;)Cotga,; — aﬂ — g?”
2 I
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3701=Fo;-|-qm
702=Foz+Qo2
.76703=F03+q03

C est-a-dire que dans un neud chargé d’une charge concentrée il
suffit, pour calculer les forces nodales, de déterminer les valeurs des forces no-
dales comme si le neceud n’ était pas chargé et ajouter ensuite a ces forces, le
terme rectificatit’ qy; .

L’ équilibre du nocud considéré exige :

—Qu+E.F =0
d’ olx

—Q i+ ZFy+ Eq=0
étant donné

Qu=2qy
on trouve

TP =0

qui n’est autre chose que la relation (VI—4).

7- EVALUATION DES FORCES DE BORD

Nous appellerons «force de bord» la force nodale agissent dans un nceud
situé sur le bord libre de la dalle. Pour évaluer ces forces on peut utiliser les
formules générales des forces nodales. Il faut toutefois tenire compte des condi -
tions spéciales & ce cas particulier.

Dans ce cas, le bord peut étre considéré comme une ligne de rupture sur

laquelle m est égal & zéro.

D’ autre part on suppose que la dalle est continue, mais au dela du bord,
c¢’est-a-dire dans la zone (III), le moment résistant est le méme dans toutes
les directions et est égal & zéro. Cette hypothése ne change en rien le compor-
tement de la dalle mais permet de raisonner plus aisément. Le moment résistant

étant invariable dans la zone (III), il est évidant que dans cette zone on aura:

35




dm, dm,

d(lg . ’ da;

Fig (VI - V1T )

et d’ aprés la figure (VII—VII) on peut écrire:

dm3 _ (11_1'—1
do; da
et :
dm;, . dm _ d_m
de, d(r—a) = da

En tenant compte de ces relations et en utilisant les expressions générales

des forces nodales on trouve:

dm
Fyy=—mCotga + do
(VII-9)
dm
Fp.=+mCotgo — da

La force Fy3 doit étre égale a zéro car la dalle étant en fait interrompue,
il est impossible d”avoir Fps#0. On a Fy,+F,=0 et comme = Fy; aussi

doit étie égale a zéro, la force Fy; ne peut étre que nulle.
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REMARQUES :

A—Les formules générales sont également appliquables dans le cas oli une
ligne de rupture atteint un bord simplement appuyé, Fig (VII—VIII), (soule-
vement d’angle). Dans ce cas pour les forces nodales on retrouve les mémes
expressions que pour les forces du bord, avec un terme compleméntaire qui

représente 1’ effet de la réaction d’ appui.

SOVAN

/

SRR RRRRRRTRRRRRRRRNNGRS

Dalle simplement appuyée

Fig{VI-vI)

Dalle encastrée

Flg(YH-IX) 37




B—Quand la dalle est encastrée sur la ligne d’appui, Fig (VII—IX),
pour un nceud se trouvant sur cette ligne il suffit d’ appliquer les formules

enérales en tenant compte de la réaction d’appui.
g P .app

m
=0, les expres-

C —Dans le cas particulier d’ une dalle isotrope ot
p P o

sion des forces de bord devient :

Fu, isos = — M COtg o
(VII—10)

Fioicoo =+m COtg(l

On retrouve alors les formules données par le Pr. JOHANSEN.

8- ETABLISSEMENT DES FORMULES POUR L’ EVALUATION
DES FORCES NODALES DANS LE CAS DES DALLES
ARMEES DE DEUX NAPPES D’ ARMATURES
ORTHOGONALES

Dans la pratique, la plupart des dalles sont armées de deux nappes
d’armatures faisant un angle de 90°. Supposons une telle dalle et prenons les
directions des armatures comme axes de coordonnées. Appelons M, le moment

résistant principal par unité de longueur d’une section perpendiculaire & 1’ axe

des y et M,=AM, celui d’une section perpendiculaire a 1’axe des x .
Etudions maintenant, en tenant compte des hypothéses ci-dessus, le nceud
constitué par trois lignes de rupture qui nous a servi de base pour établir les
formules générales.
D’aprés les formules proposées par le Pr. JOHANSEN on peut exprimer

m; ,m, et my en fonction des moments principaux :
m, =M, (Cos?s, -+1Sin?%,)
(VIII-11) m, =M, (Cos?60, + ASin2e,)

mg =M, (Cos?0,-+ ASin?e,)

] . dm; .
Essayons maintenant d’ exprimer les termes —— en fonction de M, et M, .
o

D’ aprés la figure (VIII—X) on peut écrire :
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AM,

g X

{ 92=03—a,
6,=0;+a3

83=0,10a,
03=6, —a,+2x

d’ ou _
m, =M,[Cos?(8, — a3) +ASin?(6, —a3)]
et
‘fim' — M, [25in(0; — a) Cos(6; — ) — 2ASin (e, — a;) Cos(0; — as)]
a3
' dm, .
—2M, (1 —1)Sin (6, — ag) Cos(8,—ag)
d(13 - '
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ou bien

(VIII—12) M M, (1 —)Sins,Coss,
3

De méme

m, =M, [Cos?(63—2n + a,) +ASin?(0; — 2r 4 a,)]

% =M,[ —2Sin(8;— 2= +a;)Cos(03— 21+ a,) -
+ 21 Sin(63—2n + a,) Cos (85— 2= +a,)]
(VIII—13) ‘:lr:‘ — —2M, (1 —2)Sino, Cose,
2

D’ une maniére analogue on peut écrire :

m,=M,[Cos?(6;—a,) +ASin?(63—a,) ]

(VIII—14) ‘i‘:* —2M, (1—1)Sine,Coss,

m, =M, [Cos?(6, -+ a3) +ASin2(e, 4 03)]

(VIII—15) ‘(11’:2 ——2M, (1—1)Sine,Coss,
3

mz=M;[Cos?(6,4a,) + ASin?(0, +a,)]

(VIII - 16) ‘31’;’3 — —2M, (1 —)Sine;Coso,

mgz=M,[Cos*(8; — a, 4 2n) -} ASin?(6, —a, +2x)]

(VIII—17) ‘(11‘323 ~2M, (1 —2)Sine,Coso,
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D’ autre part on voit sur la figure (VIIT—X) :
(11293—-62
o, =0, —03+42n

(13=92 —9,

Fn introduisant toutes ces valeurs dans les formules générales on trouve:
F,=M,[(Cos?, -+ 1Sin?%, - Cos?6, — ASin?6,)Cotg (e, —6,) +
+ (Cos?05+ASin%0; — Cos?0, —ASin?e,) Cotg (6, — 65+ 2m) -
— 2(1 —1)Sine;Cosbs -+ 2(1 —1)Sine,Cose,]
F,=M,[ (1~ SinZ%, +ASin%, — 1 4 Sin%s, —ASin2e,) Cotg (6, —0,) +
+ (1 — Sin®63+41Sin%0; — 1 + Sin%, —ASin2e,)Cotg (6, —03) —
—2(1 —)Sine3Cosoz + 2(1 — 1) Sine,Cose, ]
(VIII—-18) F,=M,(1—2)[(Sin%, — Sin2,)Cotg(e, —6,) +
+ (Sin?%e, — Sin265) Cotg (6, —63) + 2Sin6,Cose, — 2Sine3Cosss]
De la méme fagon:
(VIII—19) F,=M,(1—2)[(Sin%, — Sin%;3)Cotg(e;3—0,) +
+ (Sin2e, — Sin%6,) Cotg (8, — 6,) -+ 25in8;Cose; — 2Sins, Cose, ]
(VIII - 20) F3=M, (1 —1)[(Sin%;—Sin?%,)Cotg(e, —03) +
+ (Sin%65 — Sin?6,) Cotg (83 — 6,) + 2Sins, Cose, — 25in6,Coso, ]
En ce qui concerne les forces de bord on peut suivre le méme raison -

nement. Nous avons démontré :
d
Fy,= —Fp,= —m Cotga+ -d—I:
Supposons que le bord de la dalle fasse un angle § avec l'axe des X.
D’ aprés la figure (VIII—XI) :

6=04p
Sachant que :

m =M, (Cos?0 + ASin?e)
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y

M, = AM,

M,

Fig (WII- XT)
on peut écrire successivement :

m=M,[Cos?(a+ B)+ASin*(a+p)]

%‘ai =M, [—2Sin(a-+B) Cos(a+B) + 2ASin(a+ ) Cos(a -+ )]

(VIII—21) %‘3‘ = — 2M,(1—A)SinoCos?
a

d’ ot :
(VIII —22) Fpi=—Fp,= —M, (Cos26+hSin"’e)Cotg(e——B) —
—2M,(1—21)SineCose
Quand B=o la formule peut s’écrire :
Fyr=—Fy;= — M, (Cos? ~+4Sin%+-2Sin?e — 21Sin2) Cotge
(VIII -23) Fii= —Fpo=—M,[1+(1—1)Sin%]

Quand B=90°, sachant que Cotg (9—— —;-)a———tge la formule s’écrit

Fyi=—Fp,= — M, ( — Cos?0 —ASin20-- 2Cos20 — 20Cos%)tge
(VIII—24)
42
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9- EXEMPLE
Considérons une dalle carrée en béton, armée de deux nappes d’armatures
orthogonales et paralleles aux bord. Cette dalle est appuyée sur ses quatre angles

et chargée de quatre charges concentrées Q comme le montre la figure (IX —XII).

, |
x e _
1 I 7 R

. -

. * e |

a 8

4] o~

g

2eme nappe i _ ﬁ ﬁ T
o -~ «
Vi 4 D

Fig( IX-XII)

Supposons M,;>M, (la différence entre M, et M, peut résulter soit
de la différence entre les hauteures utiles des deux lits de barre soit de la dif-

férence des sections d’armature de chaque nappe). Dans ce cas, la figure de
p s

rupture aura la forme suivante , représentée a la figure (IX—XIII).
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La position de la charni¢ére AB est fixée par les points d’ application A
et B des charges concentrées et les positions de AE et AD peuvent étre définies

par deux parametres 6; et 6, .

Essayons maintenant de déterminer les valeurs exactes de ces parametres.
Nous procéderons tout d’abord par la méthode des travaux virtuels, et ensuite

par la méthode d’équilibre.

9.1= Méthode des travaux virtuels

Dans un déplacement virtuel des points d’application des charges, la ro-
tation de la partie de dalle (I) s’ effectue autour d’un axe paralléle & oy (pour
des raisons de symétrie), la partie (II) ne subit pas de rotation, en d’autres
termes son axe de rotation se trouve a linfini, et I’axe de rotation de la partie
(III) passe par le point d’appui.

Sachant que la ligne de rupture entre deux parties de dalle passe par le
point d’intersection de leurs axes de rotation et que l’axe de rotation de la
partie (II) se trouve a I'infini, on constate facilement que GH doit étre paral-
lele a AE, Fig. (IX—XIV).

Supposons que le déplacement des points d’application des charges con-

centrées soit égal a I'unité. Dans ce cas, le déplacement du point E sera éga-

lement :
§E=1
d’Oﬁ:
1 . 1
"= GE T Ta(l Ftgey)
et

1 . 1 . tge,
®3="CE T a(1+Cotgo,)  a(l +tgo,)

Connaissant ¢y, il est facile de déterminer le déplacement du point D :

CD 1. a(l-tge,)

D=3E - &g =1 ;0¥
enfin :
_ 14-tge,
D= 1+tge,
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9,

" a(lecotge;)

— [4
)
f o 3
[,
M ) “
7K!
[y ]

M,

\
L a e a -l

-X re ! -
Fig(IX-XIV)

Ayant trouvé 3D nous pouvons déterminer oy, :

M,

_ 1-tge,
8K —5D 1+tgs,
=P T a
_ 180, —1gh,
®yr= Ta(1+tge,)

45




Il va de soi que:

Px1 =0Px2 =Py, =0

Nous disposons maintenant de tous les éléments nécessaires & I’établissement

de I’équation du travail (pour un quart de dalle):

—a(l— tv, — tge, 1
Q « 1=a(l —tge,)M, 2(1 tgo.) +a(1 + Cotge, )M, (1 tgo) +
tgo,
Fall HEMe S )
d’ou:
g _ tge, —tgo,tge, — tgo, -+ tg20, - tge, 4-tgo,tgo,
M, = T+ teo, A+ Cotgs,
Q  2tge, —tgo,|-tg20,
M, = T tgo, A Cotgs,
et
2tgo —l——
0 QN " Cos?, +2tge, Cos”on__o
TR (M,) o 14-tge, -
ou bien
2 Q _ (1—2tg°2) 005202 .
00, (M, - 1--tgo, o

Comme A+#0 , Cos%,#0 et 1-4tgo,#0 nous pouvons écrire :

1—2tgo, =0
1

tgo, = —

gGQ 2

6, =arctg —2]f~

et d’ aprés la figure (IX—XIV) :

0, = n—{—Arctg——;—-

De méme
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520,

2 1
2 Q B (1+tg9;) —(F— ——(Ztgel —tg92+tg292) _C-OS_TO; "t —_ _C—(—)_S;;; 3
29, (M,) - (1 +tgs,)? tg?e,

) (Q)= (2+tgo.—2tg%)h 1 0
00, \ M, (1+tgex)2 tg29:

En remplagant tge, par % on trouve :

9
7" 1

(I+tge,)®  tgo,

=Cotg?2e,

2.250L=(Cotge,+1)2= (Cotg?e, +2Cotgs, +1)

Cotg?e,+2Cotge, +1—2.25 =0

—14+V1-1+2.252
1

COth, ==

Cotge, =1.5/x —1
8, =Arc Cotg (1.5V2 —1)

Pour calculer la charge de rupture il suffit d’introduire les valeurs de

8, et 0, dans I’équation du travail :

Q (mz_;ti——%_'—%)x

M= 1 +1.5V2 -1
1.5Va —1

o 2_1.2Vx+%

M, = 1.5/ 131 A+1.5Va —1

1\% —1.5V%—0.25A+1.5/% —1

Q=(-0.2504+3 Vr —1)M,
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9.2- Méthode d’équilibre

Pour appliquer cette méthode il faut calculer tous d’abord les forces de

bord et les ‘forc,es nodales.

D’apres la figure (IX—XV), au point E, nous avons

B=o0° et a=0=0;

R=Q

(R'eac!ion
d’appui

Fig(IV-X¥)

et nous pouvons appliquer la formule (VIII-23) qui donne :
Fay= —M,Cotge,[1 4 (1—A)Sin, ]
De méme au point D, nous avons -
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" et nous pouvons appliquer la formule (VIII—24) :
Foa= — M,tgo,[ — A+ (1 —1)Cos?,)

D’ autre part, par symétrie

3
BTy
d’ou :
Singg=—1
Cosog=0
Cotgo;=0

et application des furmules (VI—5), (VI—6) et (VI—T) donne :
- F,=M,(1—»)[(Sin?%, — Sin%0,) Cotg(e, —6,) +

-+ (Sin%, —1) Cotg (e, — —341) +2Sine,Coso, ]
F,=M,(1 —1)[(Sin%,—1) Cotg (—37—:— —62) +
* - (Sin?0, — Sin?0,)Cotg (6, —0,) — 2Sino, Coso,]

- 3
Fy=M,(1—)[(1 - Sin%0,)Cotg (0,— 5-) +

+ (1 —Sin%e,) Cotg (%t— — 92) —28ine,Coso,+
: + 2Sine, Cose,

d’Ou :
F,=M,(1 —1)[(Sin?%, — Sin?e,)Cotg (6, —8,) —Cos?, ( — tg8,) + 25ine,Coss,]
Fo=M,(1—2)[—Cos?0,tgo. + (Sin2e, — Sin%e,) Cotg(8, —6,) —2Sine, Coss, ]
F3=M,(1 —2)[Cos?,(—tge,) + Cos?e,tgo, —2 SineQCosek2 -+ 2Sin9,(;osel]



Ou bien :
F,=M,(1 —1)[(Sin%, —Sin®,)Cotg(e; —6,) + Sine, Cose, + 2Sine,Coss, |
F,=M,(1 —1)[(Sin?e, — Sin?e,) Cotg(6,—0,) — 2S5ine,Cose, — Sine,Cose,]
F3=M, (1 —1)[Sine,Coso; — Sine, Cose,]
Une fois les forces nodales et les forces de bord calculées, nous pouvons,

en étudiant Véquilibre des différentes parties de dalle, établir les équations

nécessaires pour déterminer les paramétres et la charge de rupture :

(moment par rapport (1) [ M,—m,tge,—Fq,=0
4 AB, partie I)

(moment par rapport (2) m, —m,tge, + Fg, (1 4 Cotge,) + (F3+q3—qs) =0
4 CD, partie III) T

(moment par rapport (3) m,Cotge, +m, —Fq. (1 +1g8,) + (Fs+q3—qs) =0
a CE , partie III)

(équilibre des forces (4) | rR=- Foo+Fo:+ (Fs+qs—qs) =0
partie III) |

De Péquation (1) résulte :
AM, — M, (Cos?0, - ASin?e,) tg0, -- M, tgd,[ —A + (1 —2) Cos?o,] =0
A — tgd,(Cos?6,-+ASin%, +2 — Cos?0, +ACos?0,) =0

A —1tgo,(A+ 1) =L —2Atgo, =0

tge =
2 2
d’Ofl :

1 . 1
o,=arctg - , Oinl,=—— , Costy= =

2 Vs
et d’appres la figure :
1
0, =n-}Arctg 5

Prenons maintenant les relations (2) et (3)
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@) ( m+ r-;— +Fa, (14 Cotge,) + (F3+qs—qg) =0

1
(3) ml(]otgex +m2—Fu2(l+ ?)+(F3+q3—q3)=0
En diminuant (3) de (2) on trouve :

m, (1 ~ Cotge,) — % +Foy(1+Cotgd;) +-1.5F ;=0

En remplagant m,,m,Fy, et Fq, par leurs valeurs et en substituant .

a tge, on peut écrire successivement :

M, (Cos®, +1Sin%,) (1 — Cotgs,) — %(;5‘_ +2) -

— M, Cotge, [1+ (1—2)Sin?e,] (1 + Cotgs,) —0. 75 M,[ — A+ i;- (1—=3)]=0

Cotg?0,[14- (1 —2)Sin%,] 4 Cotgs, [ Cos?e, +1Sin2e, + 1+ Sin%, —
—ASin%,]+[ — Cos?6, —ASin%, +0.4+0.1A—0.75,+0.6 —0.6x] =0
Cotg?e,[1+ (1 —1)Sin%e,] +2Cotgo, --[(1 —A)Sin%0; —1.250] =0
Cotg?e,4-2Cotge, + (1 —1)Cos?6, - (1 —1)Sin?, —1.25L =0
Cotg?e,+2Cotge, +1 -1 —1.25 =0

—14+V1-1+2.252

Cotge, = 1

Cotgo,=1.5Va—1
d’ ol :
0, =Arc Cotg (1.5Vr—1)

Ayant trouvé 6, on peut calculer aisément la charge de rupture. Des
deux relations (3) et (4) résulte :

Q=R=Fa2'—Fm +meOtg91 +m2_“Fu2_'Fuztg92

En remplagant m, , m,, Fy: et Fy, par leurs valeurs on peut écrire suc-
cessivement :

Q=M,Cotge,[1+ (1 —2)Sin?e,] +M,Cotge,[ Cos?0,-}-ASin%,] 4
-+ M, (Cos?6, - ASin%6,) + M, tg26,[ — A+ (1 —1)Cos?e,]
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Q =M, Cotge,[1 4 Sin?6, — ASin?6, 4 Cos20, +ASin%e,] 4
+ M, [Cos?6, + ASin?e, —Atg?e, 4 Sin%e, — ASin26,]
Q=2M,Cotge, + M, (1 —rtg2e,)

Q=2M, (1.5 VX__I)—}—M,(I o ,;_L_)

Q=M,(3Vr—2+1-0.252)

Q=Mx(—o.2sx+3vx_1>;

On constate que les deux méthodes conduisent au méme résultat. (Pour

la vérification expérimentale de cet exemple voir le Bulletin d’ Information N¢ 44

du C.E.B.).

10- CONCLUSION

De cette étude on peut conclure que, pour étudier les problémes concer-
nant les dalles en béton armé, on peut utiliser aussi bien la méthode d’équilibre
que la méthode des travaux virtuels et qu’ il n’ y a aucune condition spéciale
a respecter dans I’ application de la méthode d’ équilibre.

I faut toutefois remarquer que pour les dalles simples & un seul panneau
la methode des travaux virtuels est plus avantageuse car, I’établissement de
Péquation du travail permet de résoudre plus rapidement le probléme. Mais pour
les dalles continues & plusieurs panneaux, I’ établissement de Péquation du tra-
vail est laborienx taudis que I'étude de I’équilibre de chaque partie de dalle
ne présente aucune difficulté. Il est donc préférable, dans ce cas, d’utiliser la
méthode d’équilibre qui permet d’établir plus facilement les équations nécessaires
pour déterminer les parameétres,

Pour les dalles & plusieurs panneaux le nombre d’équations risque d’ étre
relativement élevé et, pour résoudre le svsttme il pourra étre nécessaire de faire

appel aux ordinateurs.
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