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  يافتههاي تجزيه مقادير منفرد منقطع و تيخونوف تعميمروش
  در پايدارسازي مسئله انتقال به سمت پائين

 
  ٣توکلياالله يحييو  ٢عبدالرضا صفري ۱*اردلانعليرضا آزموده

  ابله با سوانح طبيعيقبرداري و م، قطب مهندسي نقشهبردارينقشه مهندسي دانشيار گروه١
  دانشگاه تهران - فني  هايدانشکدهپرديس 

ابله با سوانح طبيعي قبرداري و م، قطب مهندسي نقشهدانشکده فني بردارينقشه مهندسي استاديار گروه٢
  دانشگاه تهران - فني  هايدانشکدهپرديس 

  دانشکده فني دانشگاه تهرانبرداري گروه مهندسي نقشه رشناسي ارشد ژئودزيدانش آموخته ک٣
  )٢٩/٢/٨٨ بيخ تصويتار, ٢٧/١/٨٧ت اصلاح شده يافت روايخ دريرتا,  ٤/٦/٨٥افت يخ دريتار(

  چکيده
هاي تحت عنوان روش عمدتا تواناين روشها را مي. هاي گوناگوني جهت پايدار نمودن مسائل بدوضع تا کنون مطرح گرديده استروش      

دارسازي بر روي مسائل بدوضع يکسان نبوده و در مورد هر هاي پاي تجربه نشان داده که عملکرد روش . بندي نمودمستقيم و تکراري تقسيم
بدين لحاظ لازم است در مورد مسائل بدوضع با . دهنديک از مسائل بدوضع تکنيکهاي مختلف پايدارسازي رفتار متفاوتي را از خود نشان مي

ة بدوضع مورد نظر هماهنگي دارد را انتخاب و هاي مختلف پايدارسازي بهترين تکنيکي را که از نظر تئوري و منطق با مسئل بررسي تکنيک
هاي مستقيم جهت پايدارسازي مسئلة انتقال به سمت پائين از طريق انتگرال آبل پواسن  در اين مقاله دو خانواده از روش.  بکارگيري نمود

هاي تجزيه مقادير منفرد  روش) ۱: (بارتند ازاين دو خانواده ع. اندجهت تعيين ژئوئيد بدون استفاده از فرمول استوکس مورد بررسي قرار گرفته
هاي در زير فضاهاي سوبولف نرم- ها و نيمبا نرم( ٢يافتههاي تيخونوف تعميم روش) TSVD,TGSVD( ،)۲( ١)يافتهمعمولي و تعميم( منقطع

٣ 1
2 ,W a b ، 2

2 ,W a b .(تيخونوف تعميم يافته با استفاده از نرم گسستة زيرفضاي سوبولف "که روش  دهندنتايج عددي نشان مي
 2

2
,W a b  "پواسن در - ها بوده و داراي سازگاري بيشتر با حل معکوس معادله انتگرالي آبلداراي دقت بهتري نسبت به ساير روش

" شدة مشتق دومبا اپراتور گسسته) TGSVDُ(يافته مقادير منفرد تعميمتجزيه "در مقابل روش . پايدارسازي مسئله انتقال به سمت پائين است
  .داراي دقت و سازگاري كمتر با مسئله مذكور است

  

يافته، ، تجزيه مقادير منفرد منقطع، روش تيخونوف تعميم٤سمت پايين، مسئله بدوضعه انتقال ب: هاي کليديواژه
  زيرفضاي سوبولف

  

  مقدمه
وضعيت  برابن ،ي معادلاتها در حل عددي دستگاه

پايداري يا وضعيت وجود، يکتايي و  جواب مسئله، يعني
پيوستگي تابع جواب بر حسب يا به عبارت ديگر (جواب 

گوناگوني مورد هاي  ، روش)هاي وروديدادهتغييرات 
به عبارت ديگر تا زماني که سه . گيرنداستفاده قرار مي

مين أجوب ت اريپايد) ۳(  يکتايي و ) ۲(وجود، ) ۱(شرط 
هاي معادلات  هاي معمول حل دستگاه باشند، روش

توانند مورد استفاده قرار گيرند، اما در صورت عدم  مي
با يک مسئلة بدوضع  ،برقراري هر يک از شروط ياد شده

. که حل آن نيازمند تمهيدات ويژه است مواجه خواهيم بود
ض به عنوان مثال جهت رفع مشکل، يکتائي لازم است، نق

تعريف مسئله با افزودن اطلاعات ديگر به مسئله، برطرف 

هاي مستقيم جهت  در اين مقاله هدف ارائة روش. گردد
در اوايل قرن پيش، . پايدارسازي مسائل ناپايدار است

هاي معادلات  هادامارد اولين کسي بود که بحث دستگاه
هاي ايشان دستگاه. وضع را مطرح نمودوضع و بدخوش

 راسه شرط ياد شده برقراراند را که در آنها معادلاتي 
مسائلي که در آنها يکي از سه  و "٥وضعخوش" مسائل

گذاري  نام "وضعبد"، را مسائل ه باشدديشرط نقض گرد
  .کردند

وضع تنها جنبه هادامارد براين عقيده بود که مسائل بد
مسائل فيزيکي  حل درتواند نميتصنعي داشته و 

امروزه شاهديم که خلاف نظر او  بر .موضوعيت يابند
وضع در قالب مسائل معکوس در حل معادلات مسائل بد
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در نوع اول هولم انتگرالي خصوصاً معادلات انتگرالي فرد
گسترده مورد ر طوه هاي مهندسي و فني باغلب شاخه
گر  توانند نشانهاي ذيل مي مثال. دنريگمي استفاده قرار

حل مسائل فيزيکي در  کاربرد مسائل بدوضع درع نوت
شناسي در تعيين اکتشافات زمين) ۱(: جهان کنوني باشند

ي اجرام و برخي پارامترهاي موقعيت، شکل، دانسيته
هاي روي سطح گيريدروني زمين با استفاده از اندازه

در تعيين شکل اشياء  ٦مسائل معکوس پراکنش) ۲(زمين، 
-شده بهپراکندهج گيري شدت و فاز اموابا استفاده از اندازه

تصويربرداري به روش توموگرافي در ) ۳(ي شيئ، وسيله
جهت  ٧مسائل معکوسِ استيفان) ۴(بحث پزشکي، م

يقطب هاي چالمدلسازي ذوب يخ.  
ژئودزي، حل  طرح شده در ييکي از مسائل بدوضع

براي تبديل مشاهده پواسن - معکوس اپراتور انتگرالي آبل
ثقل پتانسيل  زمين به شتاب ثقل تفاضلي از روي سطح

سازي ميدان مدل جهت ،نساروي بيضوي رفرتفاضلي بر 
توان به در اين زمينه مي .باشدتعيين ژئوئيد مي ثقل و

، ]۱[(Ardalan, 2000)کارهاي انجام شده توسط 
(Ardalan and Grafarend, 2004) ]۲[،(Safari, 

 .اشاره نمود] ۱۶[ (Safari et. Al., 2005)و ] ۱۵[(2004
 که شتاب ثقل تفاضلي را به پواسن- معادله انتگرال آبل

تبديل  روي بيضوي رفرنسثقل تفاضلي بر پتانسيل 
  :]۱۵[ باشدبه صورت زير ميکند  مي
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تفاضلي در  شتاب ثقل LΓ ،وقفدر معادله انتگرالي 

):هر نقطه مانند , , )   در سيستم مختصات منحني-
تابع پتانسيل بر روي بيضوي  LW، ژاکوبي الخط بيضوي

2نس ارفر
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E  و( , , , , , )Lk b      پواسن - کرنل آبل
  :شودمي باشد که به صورت زير معرفيمي
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از نوع معادله  الذکرفوقپواسن -معادله انتگرالي آبل
بر روي  کلي ، در حالتاستانتگرالي فردهولم نوع اول 

  ]:۱۴[د شوصورت ذيل تعريف ميه ب ناحيه 
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توان حاصل از اپراتور را مي gبه عبارتي ديگر تابع 
  :به صورت ذيل دانست fبر روي  Kانتگرالي 
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مجهول، و  fدر حالي که  ،معلوم بوده kو کرنلِ g تابع
  :داشته باشيم kاگر براي کرنل . است تن آنفهدف نيز يا

)۸(                                               2: ( )k L   
، و يک اپراتور هيلبرت اشميت بوده Kآنگاه اپراتور 

تور انتگرالي کرنل اپرا .خواهد بودنيز يک اپراتور فشرده لذا 
پواسن نيز در شرط هيلبرت اشميت صدق -آبل
پواسن يک اپراتور - ، از اين رو اپراتور آبل]۱۵[کند مي

اپراتورِ ] ۱۷[ پس با توجه به قضيه ذيل .است فشرده
کران بوده و جواب معادله پواسن بي-رال آبلگمعکوس انت

مشاهدات ( هاي ورودياي از دادهپواسن تابع پيوسته-آبل
  :شودنمي )ضليتفا
پذير يک اپراتور کراندار فشرده و معکوس Kاگر  :قضيه

بعد متناهي تعريف شده باشد  باشد و بر روي يک فضا با
  .کران استيک اپراتور بي 1Kآنگاه معکوس آن 

معکوسِ  حل لذا شرط پايداري مسئله نقض گرديده و
ه بدوضع ئلمسنيازمند حل يک پواسن يک -له آبلمعاد

 ،کران بودن معکوس اپراتور مسئلهبه دليل بي. خواهد بود
اين امکان وجود دارد که حضور خطاي کوچکي در 
مشاهدات سبب ايجاد خطاي بزرگي در جواب مسئله 

مسائل (گونه مسائل  بدين جهت در رفتار با اين. گردد
يکتايي جواب، براي حصول  اطمينان از وجود و با) بدوضع

هاي  که به آنها روش ،دنگردي ارائه ميئروشها ،جواب پايدار
هاي پايدارسازي با در  روش رد. شودگفته مي پايدارسازي

نظر گرفتن فرضيات خاصي براي مسئله بدوضع يک اپراتور 
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که به آن شده جديد جايگزين اپراتورِ معکوس مسئله 
استراتژي "و يا  "٨شده يدارمعکوسِ پااپراتور "اصطلاحاً 
در عمل مشکل ديگري نيز  .گردداطلاق مي" ٩پايدارسازي

که در حل معکوس انتگرال فردهولم نوع اول بوجود 
در تمامي ) مشاهدات( gآيد، که آن عدم اطلاع از تابع  مي

صرفاً در تعداد نقاطي  gنقاط فضا است، چرا که عملا تابع 
بدين لحاظ ناگزير به . باشدمحدود از فضا معلوم مي

لازم به ذکر است که . سازي معادله بدوضع هستيمگسسته
سازي معادلات بدوضع، خود يک از نظر رياضي، گسسته

، چرا که معادلات ]۱۰[دشودپايدارسازي محسوب مي
تناهي و انتگرالي بدوضع پيوسته به معادلاتي با بعد م

يک (اپراتور مسئلة بدوضع نيز به اپراتوري با بعد متناهي 
و يا شبه (شده و لذا اپراتور معکوسِ تبديل مي) ماتريس
سازي از ديدگاه رياضي ماتريس حاصل از گسسته) وارون

اما عملا در حل . يک اپراتور خطي و پيوسته خواهد بود
ئله مس ١٠عددي اين مسائل کماکان با مشکل بدشرايطي

سازي مسائل بدوضع، همچنين پس از گسسته. ايممواجه
خصوصيات  اي ازدست آمده هنوز داراي پارهه معادلات ب

همچون، پيوستگي مقادير (معادلات بدوضع پيوسته اوليه 
منفرد، روند رو به صفر آنها و رفتار نوساني بردارهاي 

بوده، که و بدين سبب به معادله حاصل از گسسته ) منفرد
  . دشواطلاق مي» مسائل بدوضع گسسته«زي، سا

 هاي تجزيه مقادير منفرد ابتدا روش در اين مقاله
سودمند در حل  يبزارارا به عنوان  )يافتهمعمولي و تعميم(

سپس  ،گسسته مطرح نموده بدوضع هاي معادلات دستگاه
در پايدارسازي مسائل  ،به بحث استراتژي پايدارسازي

هاي مشهور  روشبه ز آن پس اپرداخته، و بدوضع 
 هاي تيخونوف روش روشهاي منقطع و، مانند پايدارسازي

در مسئله انتقال به سمت پائين  )استاندارد و تعميم يافته(
  .خواهيم پرداخت

  

   )معمولي و تعميم يافته(تجزيه مقادير منفرد 
)SVD,GSVD(  

ترين ابزارهاي تفکيک و تجزيه در تسهيل  يکي از مهم
اي بزرگ خطي، روش تجزيه مقادير منفرد ه حل دستگاه

اين روش، خود تعميمي از روش تجزيه مقادير ويژة . است
اپراتورهاي مربعي است، با اين تفاوت که در اين روش هر 

توان به حاصل ضرب سه ماتريس ماتريس با هر بعد را مي
 که يکي از آنها قطري، و دو ماتريس ديگر نيز ماتريس

. باشد، تبديل نمودپذير ميا معکوسهايي اورتوگونال و ي
به عبارتي ديگر در اين روش براي هر ماتريس با هر بعد 

گردد، به طوري که با اعمال دو دو ماتريس يافت مي
ماتريس يکي از چپ و ديگري از راست، يک ماتريس 

از اين رو اين روش در زمرة . شودقطري حاصل مي
جزيه مقادير روش ت. باشدنيز مي ١١سازيروشهاي قطري

منفرد از آنجائي که به خوبي تمامي مشکلات موجود در 
سازي مسئله حاصل از گسسته( Aشرايط ماتريس بد

) ۱(و خصوصيات کرنل همچون  را آشکار ساخته) بدوضع
روند رو به صفر مقادير منفرد ) ۲(پيوستگي مقادير منفرد، 

رهاي منفرد را در بر دارد، ابزار رفتار نوساني بردا) ۳(و  
بسيار مفيد در تحليل مستقيم مسائل بدوضع گسسته به 

هاي تجزيه مقادير منفرد استفاده از روش. رودشمار مي
معمولي و تعميم يافته در تحليل مسائل بدوضع گسسته 

بر ) Varah J.M ,1973(و ) Hansen R.J,1971(به کارهاي 
 . گرددمي

 

  فرد معموليتجزيه مقادير من
 معادله گسسته شده مسئله بدوضعاگر       K f g 

  :باشدبه صورت زير 
)٩(              , ,m n n m  Ax = b A x b¡ ¡ ¡  

تجزيه «مسئله روش  با اينگاه يکي از ابزارهاي کار آن
براي آساني کار فرض . است A ماتريس »مقادير منفرد
m مي نمائيم که n   دراين حالت تجزيه مقادير . باشد

  :دخواهد بوذيل به صورت   Aمنفرد  ماتريس
)١٠(                T T

1

n

mn mm mn nn i i i
i



A = U V = u vΣ  

1درمعادله فوق  2
( , ,..., )mm mU = u u u و 

1 2
( , ,..., )nn nV v v v هاي  با ستون ييهاماتريس

  ،استارتونرمال 
                                ,T T

nn mmV V = I U U = I  
را به ترتيب  V وU هاي ماتريس هاي ستون     

عناصر . نامندمي Aبردارهاي منفرد چپ و راست ماتريس
0ماتريس قطر اصلي ,0[ ]mn i ij i m j n     =Σ)ij:  تابع

 قرارذيل به ترتيب غالباً غير منفي بوده و   )رکرونک
  :گيرند مي

                                     
1 2

... 0n       
 و نسبت Aيس ، مقادير منفرد ماترΣمقادير قطر اصلي 

1
/ n  شود، از روابط عدد شرط ماتريس  ناميده مي
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T T TA A = V VΣ Σ  وT T TAA = U UΣΣ  ديده
به شدت به تجزيه مقادير ويژه  Aشود که ماتريس مي

T هاي ماتريس TAA , A A اين وابستگي . وابسته است
 يکتايي يکتايي تجزيه مقادير منفرد را نشان مي دهد که از

  .گرددهاي متقارن نتيجه مي تجزيه مقادير ويژه ماتريس
ارتباط بامسائل بدوضع گسسته دومشخصه اصلي براي  در

  :تجزيه مقادير منفرد اغلب يافت مي گردد
دريج بدون گسستگي به سمت مقادير منفرد به ت .١

، تعداد مقادير Aکند و افزايش ابعاد صفر ميل مي
  .داد منفرد کوچک را افزايش خواهد

يابد با افزايش انديس کاهش مي iدر حالي که .٢
بردارهاي منفرد  ,i iu v ا افزايش ب نيزi  مرتبا تغيير

 .دهندعلامت مي
همچنين با توجه به رابطه اصلي تجزيه مقادير منفرد در 

  .ابتداي بخش روابط زير نيز حاصل مي گردد

)۱۱(    2
T T

2

1,2,...,i i i i i

i i i i i

i n
 
 

 

Av = u Av =
A u = v A u =

  

exactدستگاه معادلات دقيق exactAx b  را در نظر بگيريد
به ترتيب بردار  exactbو  exactxبه طوري که در آن 

باشد، با فرض مجهولات واقعي و بردار مشاهدات واقعي مي
exactآنکه رابطه  † exactx A b  نيز بين آنها برقرار باشد

  :داريم

)۱۲(                
 

exact

† 1

1
exact † exact

1
exact

1 2, ,...,

i

i

i

n

i i
i n

i
i

nSpan











 




T

T

u b

A = v u

x = A b = v

x v v v

  

  

  تعميم يافتهتجزيه مقادير منفرد 
گونه که در روش تجزيه مقادير منفرد معمولي  همان

مشاهده شد، تجزيه مقادير منفرد ماتريس ضرائب 
Axمجهولات دستگاه معادلات  b هاي  از طريق ستون

1ماتريس 2
[ , ,..., ]nV v v v ها  اي براي فضاي جوابپايه

دارهاي آيا بر خواهيم بدانيمحال مي. آوردبه وجود مي
  0, i ni  v اي مناسب براي فضاي جواب خواهد پايه

اي براي فضاي جواب، براي بود يا خير؟ تاثير انتخاب پايه
هاي معادلات گسسته کوچک چندان  حل دستگاه

هاي معادلات پيوسته  محسوس نبوده، اما در حل دستگاه
لات بزرگ هاي معاد با بعد نامتناهي و دستگاه) انتگرالي(

سازي معادلات انتگرالي، انتخاب گسسته حاصل از گسسته

يک پايه مناسب براي فضاي جواب از اهميت بسيار بالائي 
همانطور که در حل دستگاه معادلات . برخوردار است

اگر  دد،شو، ملاحظه مي)۱۲(بدوضع گسستة 
بردارهاي  0 i ni  v پاية مناسبي براي فضاي جواب 

باشد، آنگاه همگرايي مسئله به سمت جواب سريعتر شده و 
تأثير مقادير منفرد کوچکتر و بردارهاي منفرد با نوسانات 

از اين رو در حل . يابدشديد بر روي جواب کاهش مي
هاي معادلات بدوضع گسسته، از ابزار تجزيه  دستگاه

شود چرا که در اين مقادير منفرد تعميم يافته استفاده مي
  .توان پايه فضاي جواب را تغيير دادش ميرو

nپذير اپراتور معکوس nL را در نظر بگيريد که  ¡
بر روي فضاي جواب اعمال گرديده و موجب تغيير پايه 

مانند تبديل فوريه که برداري را از (فضاي جواب باشد 
در اين صورت هر ). بردحوزه زمان به حوزه فرکانس مي

 Lxتوان به صورت بردار در فضاي جواب را مي xار برد
  :نوشت

1 1 1 1
1 1 2

1

[ , ,..., ]
L n

L n i i
i

x   




 
L Lx = Lx

x = L L L x = Lx = L x

)۱۳(  
 رهايکه بردا 1 1 1

1 2, ,..., n
  L L L 1ستونهاي ماتريسL 

  :است، در اين صورت داريم
)۱۴(                           1 1 1

1 2, ,..., nSpan   x L L L  
Axپس در حل دستگاه  b  با انتخاب صحيحL 

. ها توليد نمودتوان يک پايه مناسب براي فضاي جوابمي
از طرفي حل دستگاه فوق، معادل حل دستگاه 

1 LAL x b ادير باشد، لذا با استفاده از تجزيه مقمي
  :منفرد خواهيم داشت

 
1 T T T

1 1 2( , ), 0 ...
mn nn nn nn

i n nidiag    



     
AL = U V U U = V V = I

=
Γ

Γ
  

)۱۵(  
تغيير ترتيب مقادير منفرد   1, i ni    سبب تغيير

نشده و تنها ترتيب بردارهاي در تجزيه مقادير منفرد 
-در تجزيه فوق هنوز عمل قطري. دهدمنفرد تغيير مي

جهت تسهيل حل دستگاه  Aسازي بر روي اپراتور 
تعريف دو ماتريس قطري . معادلات، صورت نگرفته است

M  وS سازي قطريتواند در برگيرندة يل، ميبه صورت ذ
جفت ماتريس  ,A L گردد.  
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)۱۶(                            
1 2

1 2
2 2

1

( , ,..., )
( , ,..., )
, 1

n

n

i i i i i

diag
diag

  
  

    


  

S =
M =

= SMΓ

  

  :داريم پس

)۱۷(                                
1 1 T

T 1

 


X

AL = USM V
U A L VM = S144424443

  

  :بنابراين، خواهيم اشت

)۱۸(                                           
1

1







A = USX
L = VMX  

به تجزيه فوق براي جفت ماتريس  ,A L  تجزيه مقادير
، تردر حالت جامع. گرددمنفرد تعميم يافته اطلاق مي

تجزيه مقادير منفرد تعميم يافته براي هر جفت ماتريس 
m mA ,و  ¡ p np n  L به صورت ذيل قابل  ¡

  ]:۴[تعريف است

)۱۹(                      
 

1

1

0
0

0

pp
mn mn nn

n p

pn pp pp nn







         

A = U XI

L = V M X

Σ
  

 Vو  Uهاي هاي ماتريس در روابط فوق ستون      
 هاياورتونرمال بوده و ماتريس 1 2( , ,..., )pdiag   M = 

و  1 2( , ,..., )pdiag   =Σ ي با داراي عناصر غير منف
  :باشندترتيب ذيل مي

)۲۰(                         1 2

1 2

0 ... 1
1 ... 0

p

p

  
  

    
      

  :طوري نرماليزه گرديده اند که )۲۰(همچنين ضرائب 
)۲۱(                         2 2 1 , 1,2, ,i i i p    …  

-عميم يافته نيز به صورت ذيل تعريف ميمقادير منفرد ت
  :گردند

)۲۲(                               , 1,2, ,i
i

i

i p





  …  

 AL†و ماتريس  L†يعني Lوارون از طرفي ماتريس شبه 
  :استنيز به صورت ذيل 

)۲۳(                  

1

1
† T

† 1 T
,1,...,

( ,..., )p

m p
diag  



 

       


A

=

ML X V0

AL U M V1442443
Γ
Σ

  

پس مقادير منفرد تعميم يافته همان مقادير منفرد 
  .هستند AL†معمولي ماتريس 

هاي  پذير با ستونيک ماتريس معکوس Xاگر ماتريس 
"TA Aباشد، يعني اگر " متعامد 1 2

, ,..., nx x x 
  :باشد، در آن صورت داريم Xهاي ماتريس  ستون

)۲۴(               
T

T T, 0 , i ji j i jA A
 x x x A Ax  

و مقادير  exactxر واقعي مجهولاتبا فرض آنکه بين مقادي
exactرابطه exactbواقعي مشاهدات  † exactx = A b  بر قرار
  :گرفت کهتوان نتيجه مي )۱۲(باشد، مشابه رابطه 

)۲۵(                          exact
1 2, ,..., nSpanx x x x  

پس حصول به يک پايه مناسب      1 2, ,..., nx x x  براي
. است Lلزم انتخاب صحيح ماتريس فضاي جواب، مست

آن هم در  Lمتأسفانه مقالات بسيار اندکي، در تعيين 
خصوص مسائل خاص وجود داشته و بنا بر اطلاعات 
نگارندگان تا کنون اقدامي در خصوص ارائة الگوريتم 

. صورت نگرفته است Lجامعي جهت اتخاذ ماتريس 
همانگونه که در ادامه خواهيم ديد، در روش پايدارسازي 

nnLاستاندارد تيخونوف، ماتريس  = I  در نظر گرفته شده
که در بسياري از مسائل کاربردي اين انتخاب، يک انتخاب 

 Oray and(به عنوان مثال در . باشدبهينه نمي

pratt,1995( بحث ارجحيت ماتريس ،L اي که بر بردار
T[1,1,...,1]  اثر پايدارسازي ندارد، نسبت به ماتريس يکه

nnI مطرح گرديده است. 
  

  )استراتژي پايدارسازي(  معکوسِ پايدارشده
)مسئله بدوضع      ) ,K f g f X g Y    را در نظر

K#) استراتژي پايدارسازي( شده  معکوسِ پايدار. بگيريد


 
اي از اپراتورهاي خطي و کراندار به اعضاي خانواده

 # #| : , 0K K Y X
 

  براي  شود کهاطلاق مي
  آنها رابطة ذيل برقرار بوده

)۲۶(                                       #

0
lim ( )K K f f


  

K# عبارت ديگر اپراتور يا K


اي به اپراتور همگرايي نقطه 
نيز پارامتر پايدارسازي   به پارامتر. هماني داشته باشد

هاي پايدارسازي سه در اغلب روش. گردداطلاق مي
K#شده  خاصيت عمده براي معکوس پايدار


يافت  

  :گردد که عبارتند از مي
K#شده  اپراتور معکوس پايدار  رمنُ .۱


بعي به عنوان تا 

 : است ليذداراي خاصيت  از پارامتر پايدارسازي 
                                      # ( )K d


   

 هاي وروديهنگامي که نرم خطاهاي موجود در داده .۲
)e (زي ، پارامتر پايدارساکندبه سمت صفر ميل مي

سمت صفر ميل  عنوان تابعي از نرم خطاها به نيز به
: دونمخواهد 

0
lim ( ) 0
e




e 
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اگر نرم خطاهاي موجود در دادههاي ورودي صفر  .۳
K#گردد، معکوس پايدار شده 


به اپراتور معکوس  

1K )ميم يافتهو در حالت گسسته به معکوس تع 
†K (نمايدميل مي :# 1

0
0

lim
e

K K









 

K#در اين صورت با توجه به استراتژي پايدارسازي 


 
شده  جواب پايدار

Reg
f  براي دستگاه معادلات بدوضع

  :گرددمفروض به صورت ذيل معرفي مي
)۲۷(                                            #

Reg
( )f K g


  

توان با استفاده از در مسائل بدوضع گسسته نيز مي     
) معمولي و تعميم يافته(دير منفرد ابزار تجزيه مقا

به . به صورت ذيل معرفي نمودرا استراتژي پايدارسازي 
طوري که اگر دستگاه معادلات بدوضع گسسته به صورت 

  :باشد ليذ

)۲۸(                     ,m n n m


  
Ax b
A x b¡ ¡ ¡  

با استفاده از تجزيه مقادير منفرد معمولي استراتژي     
  :گرددف مييعرتپايدارسازي به صورت ذيل 

)۲۹(                                 
# 1 T

1 2( , ,..., )ndiag f f f

A = V U
=

ΘΣ
Θ  

و همچنين با استفاده از تجزيه مقادير منفرد تعميم     
جفت ماتريس  ةيافت ,A L داريم:  

)۳۰(                           
1

T

1 2( , ,... )
n p

pdiag f f f





      
# 0

A = X U0 I
=

ΘΣ

Θ
  

ضرايب فيلتر اطلاق  Θهاي ماتريس قطري به درايه
هر يک از ضرايب فيلتر . گرددمي if از  به عنوان تابعي

و مقدار منفرد متناظر آن داراي  پارامتر پايدارسازي 
  :است ليذ خواص

0به ازاي هر  .۱  1:داريمif
  

0به ازاي هر  .۲ ، عددي مانند ( )c  وجود دارد 
دير منفرد معمولي ادر تجزيه مق: به طوري که

( )i

i

f
c






  و در حالت تعميم يافته( )i

i

f
c






. 

: به ازاي تمامي مقادير منفرد داريم .۳
0

lim 1if



 

گردد که استراتژي ه ميشاهدمالذکر با توجه به روابط فوق
ده با استفاده از تجزيه مقادير منفرد سازي تعريف ش پايدار

که  ،خواص استراتژي پايدارسازي تعميم يافته، معمولي و
با استفاده از ابزار . باشدمياشاره گرديد را دارا  پيشتر بدان

-ضرايب فيلتر، روش و نحوة انتخابتجزيه مقادير منفرد 

که در ادامه به . دنريگمي شکلپايدارسازي  ختلفهاي م
در  يبسيار هايکه کاربرد ،هاياز اين روش اديتعدمعرفي 

دير منفرد امسائل معکوس با استفاده از ابزار تجزيه مقحل 
روش کمترين " ،"هاي منقطع روش". پردازيممي ارند،د

 روش تيخونوف"و  "١٢)LSQI( مربعات با کانسترين مربعي
 شناخته شدههاي از جمله روش ")استاندارد وتعميم يافته(

هاي که همگي از دسته روش بودهپايدارسازي در مبحث 
هاي ديگري روش. گردندپايدارسازي مستقيم محسوب مي

در مبحث  ،تکرارييا  ،هاي غير مستقيم نيز از جمله روش
ي هاروش که بر خلاف ند،دگرپايدارسازي مطرح مي

که صرفا  ،روش پايدارسازي تيخونوف همچون مستقيم
، همان روش باشندع ميمسائل بد وض پايدارسازي مختص

وضع بوده که در صورت بکارگيري در تکرار مسائل خوش
نتيجه داده و تعداد مورد مسائل بد وضع جواب پايدار را 

  .نمايدنقش پارامتر پايدارسازي را ايفا ميتکرار آنها 
 

  هاي منقطعروش
هاي مستقل دانيم، به تعداد ستونگونه که مي همان    

از .  شودرتبه ماتريس گفته مي Aماتريسي همچون 
برابر تعداد مقادير منفرد  Aطرفي ديگر رتبه ماتريس 

تواند مفيد در عمل غالباً اين تعريف نمي. مثبت آن است
از  Aهاي ماتريس واقع گردد، چرا که ممکن است، ستون

نقطه نظر رياضي مستقل بوده اما به سبب حضور 
سازي و خطاهاي ناشي ازتقريب، گسسته: خطاهايي چون

خصوصاً خطاهاي ناشي از گرد کردن از نقطه نظر عددي 
لذا از نقطه نظر عددي تعريف کاربردي و . وابسته گردند

نسبت تعريف رياضي رتبه ماتريس خواهيم  جامعتري
، به صورت با تلورانس  Aرتبه عددي ماتريس . داشت

  :گرددذيل تعريف مي
)۳۱(               

2
( , ) Min rank( )r r  




 
E

A A + E  

 Aماتريس" يرتبه"و يا " رتبه مؤثر"به تعريف فوق    
 Aبه عبارت ديگر رتبه عددي ماتريس . شودگفته مي

هايي است که با وجود هر اغتشاشي با برابر تعداد ستون
، استقلال Aدر ماتريس  نُرمي حداکثر برابر تلورانس 
از طرفي ديگر با توجه به . خطي خود را حفظ نمايند

  :، رابطه زير برقرار استAتجزيه مقادير منفرد 
)۳۲(                                          1r r 

  


   

از ديدگاه  Aدر مسائل بدوضع گسسته ماتريس     
رياضي کمبود رتبه نداشته، اما در عوض داراي کمبود رتبه 
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بايست يک يا چند مقادير منفرد عددي است، پس مي
وجود  Aبسيار کوچک در تجزيه مقادير منفرد ماتريس 

تواند حضور اين مقادير منفرد کوچک مي. داشته باشد
د در ضرايب فوريه سبب افزايش تأثير خطاي موجو

(مشاهدات  i
Tu b ( در برآورد ضرايب فوريه مجهولات

)
i i
Tu b (هايبراي رفع اين مشکل روش. گردد 

يک ماتريس  هاگردند که در آنپايدارسازي مطرح مي
مانند 

0
A  جايگزين ماتريسA در اين . خواهد شد

شود که تا حد امکان از تأثير ماتريس سعي بر آن مي
لذا اين ماتريس همان . مقادير منفرد کوچک کاسته گردد

بوده که در آن صفرِ مطلق  Aماتريس بدوضع گسسته 
جايگزين مقادير منفرد کوچک  1

, ,...,r nr 
  


 

  :يعني. رديده استگ

)۳۳(           
( , )

T
0

1

,
r A

i i i
i

 






 



   

A = u v A x b
A A

  

و سپس به روش کمترين مربعات مجهولات برآورد      
ژي پايدارسازي به شود، پس جواب پايدار شده و استراتمي

  :اندصورت ذيل

)۳۴(                        
 

( , )
,Reg †

1
( , )

†# T1

1

i

i

i

r A

i
i
r A

i i
i











 





 







u bx A b v

A = A v u
  

تجزيه مقادير "روش فوق موسوم به روش پايدارسازي 
بوده و با توجه به روابط فوق )" TSVD(طعمنفرد منق

، تمامي خصوصيات الذکرتوان ديد که استراتژي فوق مي
. در بخش قبل را داراست يک استراتژي پايدارسازي

  :ضرايب فيلتر نيز در اين روش به صورت ذيل خواهند بود

)۳۵(                                        1
0

i
i

i
f

 
 

   
  

در " R. J. Hansen"استفاده از اين روش به کارهاي      
  .گرددبرمي ۱۹۸۳در سال “ J. M. Varah"و  ۱۹۷۱سال 

تجزيه مقادير  اگر روش پايدارسازي فوق با استفاده از ابزار
منفرد تعميم يافته انجام پذيرد، آنرا روش پايدارسازي 

)" TGSVD(ي منقطع تجزيه مقادير منفرد تعميم يافته"
استراتژي پايدارسازي و جواب پايدارشده در اين . نامندمي

  :روش نيز از قرار ذيل است

)۳۶(              

# 1

1 1

,Reg
,

1 1
†( , )

i

i

i

p n

i i i i
i p r i p

p n

ii i
i p r i p

r r









 


    

    

 

 



 

 u b
u b

A x u x u

x x x

AL

  

ضرايب فيلتر نيز در روش تجزيه مقادير منفرد تعميم     
  :باشدي منقطع به صورت ذيل مييافته

)۳۷(                                        1
0

i
i

i
f

 
 

   
  

را در هر  در عمل براي سهولت، پارامتر پايدارسازي       
معمولي يا تعميم (گام تکرار، برابر يکي از مقادير منفرد 

برابر  Aدر نظر گرفته و بدين ترتيب رتبه ماتريس ) يافته
پس جواب پايدار شده به . انديس مقدار منفرد خواهد شد

  :قرار ذيل خواهد بود

)۳۸(           

,

1
,

,

1 1
†

( , )

i

i

i

i

k
TSVD

i
i p n

TGSVD
ii i

i p k i p

r AL kk





 



    

 



 



 

u b

u b
u b

x v

x x x  

هاي از جمله روش" TGSVD"و " TSVD"هاي روش   
بسيار متداول در حل مسائل با کمبود رتبه و بدوضع 

باشند که در ادامه به کاربرد آن در مبحث گسسته مي
انتقال به سمت پائين و حل معکوس معادله آبل پواسن 

  .خواهيم پرداخت
  

  سازي تيخونوفروش پايدار
مشکل اوليه مسائل بدوضع گسسته کمبود رتبة عددي      

بودن مسئله، بدليل  ١٣ماتريس ضرائب مجهولات و نامعين
لذا لازم است . مقادير منفرد کوچک ماتريس ضرائب است

که بمنظور پايدارسازي مسئله، اطلاعاتي در خصوص 
حل  هاييکي از روش. جواب به مسئله اضافه گردد

روش "هاي معادلات بدوضع به صورت ذکر شده،  دستگاه
ترين روش در پايدارسازي بوده که معمول" تيخونوف

مسائل بدوضع گسسته خصوصا حل مسائل معکوس 
ايده روش ياد شده، تقريبا بطور . گرددمحسوب مي

و ) Philips،۱۹۶۲(همزمان، ولي مستقل، توسط فيليپس 
از نقطه نظر . ارائه گرديد) Tikhonov،۱۹۶۳(تيخوفوف 

حل  ١٤زيينهاي بِي آماري اين روش از در زمرة روش
رود که، کار ميه مسائل معکوس محسوب شده و زماني ب

اي از مجهولات در اختيار باشد اطلاعات يا فرض اوليه
)Kaipio J 2005 .( در روش تيخونوف همچون روش

کمترين مربعات، فرض بر تصادفي بودن خطاي مشاهدات 
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ن تابع توزيع احتمال خطاها و صفر بودن اميد و نرمال بود
از اين رو در اين روش مانند روش . رياضي آنها است

-کمترين مربعات به دنبال جوابي با کمترين مقدار باقي
اما حصول به همچنين جوابي صرفاً با . باشيمها ميمانده

هاي معادلات بدوضع  شرط کمترين مربعات در دستگاه
پذير ايطي اپراتور ياد شد امکانگسسته به دليل بدشر

نبوده، از اين رو در روش تيخونوف همزمان با مينيمم 
اي با حداقل نمودن خصيصهها، مانده کردن نرم بردار باقي

لذا . گرددکراني جواب جلوگيري مياز بي از مجهولات،
توان در قالب روش تيخونوف را در حالت جامع، مي

  . صورت ذيل تعريف نمود تيخونوف بهتابع  سازيمينيمم
)۳۹(              2

2Tikhonov
( ; ) ( )F     x Ax b x  

، با توجه به فرضيات و يا اطلاعات )۳۹(در رابطة  تابع 
لازم به ذکر است که . شوداي مجهولات مشخص مياوليه

تيخونوف "روش  )۳۹(به روش تيخونوف با تعريف تابع 
در پايدارسازي  غالباَ. گرددنيز اطلاق مي" تعميم يافته

مسائل بد وضع گسسته به روش تيخونوف تعميم يافته، از 
يا نيم نرم جواب مسئله با تعريف تابع  ۲مينيمم کردن نرم 

 گرددبه صورت ذيل استفاده مي:  
)۴۰(                                 2

2( ) , p n
  Lx Lx ¡  

و  )۳۹(در رابطة  )۴۰(از تعريف  با قرار دادن تابع      
و مساوي صفر قرار دادن ت گيري نسبت به مجهولامشتق

مشتقات به استراتژي پايدارسازي در روش تيخونوف 
  :رسيمذيل مي يافته به صورتتعميم

)۴۱(                           1# T T T
 


A = A A L L A  

ضرايب فيلتر و ) ۳۰(و ) ۱۹(رابطه فوق و روابط  از     
  :گرددورت ذيل حاصل ميجواب پايدارشده به ص

)۴۲(                    

2

2

T
Reg T

1 1

i
i

i p n
ifi i i iIi i p

f





 

  




  u b
u bx x x

  

 ،nnLاگر در تعريف تابع  = I روش "، باشد، آنگاه به
" روش تيخونوف"و يا به طور خلاصه " تيخونوف استاندارد

  :با تابع تيخونوف به تعريف ذيل خواهيم رسيد
)۴۳(               2 2

22Tikhonov( ; )F    x Ax b x  
ضرايب فيلتر و جواب پايدارشده به روش تيخونوف     

  :گردنداستاندارد نيز به صورت ذيل حاصل مي

)۴۴(                                     

2

2

T
Reg

1

i
i

i n
ifi iii

f





 






  u bx v
  

در بسياري از مسائل کاربردي انتخاب نرم فضاي     
(هيلبرت 

2
L ( 2يعني

2
  ۵[اي بوده انتخاب بهينه [

و لذا در ادامه به معرفي روش تيخونوف تعميم يافته در 
وان يک زيرفضاي هيلبرتي در زير فضاي سوبولف به عن

  .خواهيم پرداخت 2Lفضاي
  

  تيخونوف تعميم يافته در زيرفضاي سوبولف
گونه که در فوق مشاهده نموديم در روش  همان    

گرديد که استفاده مي 2Lتيخونوف از نرم فضاي هيلبرت
طور که ذکر شد،  همان. ستمزيت ان سادگي ا ترينعمده

يا نيم نرم مناسب استفاده  ۲-توان از نرممي بجاي تابع 
عموماً در مسائل کاربردي، براي آنکه بتوان بر روي . کرد

 ايمشتقات و تغييرات آن تا مرتبه(رفتار توابع مجهولات 
ا نرم نرم و يتوان از نيمکنترل بيشتري داشت، مي) خاص

به عنوان يک زيرفضاي هيلبرتي در (زيرفضاي سوبولوف 
2

L که در آن مشتقات توابع تا مرتبه خاصي مربع-
در روش تيخونوف تعميم يافته بهره ) نداپذيرانتگرال
قبل از بحث در خصوص نرم سوبولف، به تعريف . جست

  .پردازيمنيم نرم سوبولف مي
که بتوان بر روي آن تابعي  Vفضاي برداري به هر      

] ۱۲[با سه شرط ذيل، تعريف نمود غير منفي مانند 
 ١٥يک نيم نرم پذير و به تابع نرم-يک فضاي برداري نيم

  : گردداطلاق مي Vدر فضاي برداري 

)۴۵(               ,

,

(1) : ( ) 0,
(2) : ( ) | | ( )
(3): ( ) ( ) ( )

v V

v V

v u V

v
v v

v u v u



   
  



 






  
¡  

در روش تيخونوف تعميم يافته در اغلب موارد بجاي      
نرم سوبولف -از تقريب گسستة نيم تابع 

2
sW

  به صورت
  ]:۱۳[شودذيل استفاده مي

)۴۶(            
1
2

2( ) ,

1
2 2,

22

( )
b n k

k k k n
j

ja
k k n

f x dx x x

x







  

  

 L f

L f Lf
  

,1 )۴۶(رابطه  در 2, ...,( ), i nj f j x  f  بوده و ماتريس

,k n
L يک ماتريس ] ۴[١٦نيز موسوم به اپراتور مشتق

( )n k n   رابطه بازگشتي ذيل است که در حالت کلي از
  ] :۱۳[شودحاصل مي
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
L I
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,1هر يک از اعضاء مجموعة      2, ...,
2

{ },i
i sL  نيز به

و  1Lهايبه عنوان مثال ماتريس. اندنرم سوبولف موسومنيم
2L سازي مشتقات اول و دوم به قرار ذيل ناشي از گسسته

  :است

)۴۸(            

1 ( 1)

2 ( 2)

1 1

1 1

1 2 1

1 2 1

n n

n n

 

 

            
            

L

L
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O O O ¡

  

1با توجه به رابطة      
2 ,k k nx L = L  و تابع تيخونوف در

شود که در ديده مي) ۴۱(و ) ۴۰(و روابط ) ۳۹(رابطه 
1، ضريب پايدارسازي تيخونوف تعميم يافته

2kx   به
عنوان يک فاکتور مقياس در پارامتر پايدارسازي عمل 

  . نموده و تغييري در جواب پايدارسازي ايجاد نخواهد کرد
زيرفضاي سوبولوف را با ضرب داخلي منسوب به آن به 

  :گرددصورت ذيل تعريف مي
 

 2 2 2

2

0

( , ) ( ) ( , ) | , ( ) ( , )
( ) ( )

, ( )

s
x

b k ks

k kk
ka

W a b f x L a b s D f x L a b
d f x d g x

f g q x dx
dx dx





    

 
)۴۹(  

 )۴۹(در رابطة       0, 1, ...,( ) , i siq x   توابع حقيقي
نين نرم و متر در همچ. معلوم و مخالف تابع صفر است

فضاي 
2
( , )sW a b دست ه بين دو تابع از رابطه ذيل ب

  :آيد مي

)۵۰( 
 

2

2

2
2

0
2

2

0

( )
( )

( ) ( )
( , ) ( )

s

s

b ks

W kk
ka

b ks

kkW
ka

d f x
f q x dx

dx
d f x g x

f g q x dx
dx







      
       




  

  

جه به متر و نرم تعريف شده در زيرفضاي بنابراين با تو    
شوند، اگر سوبولف، دو تابع نزديک به هم محسوب مي

انتگرال مربع اختلاف آنها و اختلاف مشتقات آنها تا مرتبه 
sبه عبارت ديگر در زير . ، به اندازه کافي کوچک باشند

تنها مقدار  فضاي سوبولف براي دو تابع نزديک به هم، نه
به هم نزديک  sدو تابع بلکه مشتقات آنها نيز تا مرتبه 

حتي دو تابع در زير فضاي سوبولف . است
2
( , )sW a b  زماني

با  sمعادل خواهند بود که دو تابع و مشتقات آنها تا مرتبه
از اين رو متر و نرم سوبولف کنترل  .هم معادل باشند

بيشتري بر روي رفتار تابع نسبت به متر و نرم فضاي 
2

L 
کاربرد اين امر در تئوري تقريب، ] . ۲۰[خواهد داشت

زماني خواهد بود که هدف تقريب يک تابع با يک تابع 
ف در اين صورت استفاده از نرم سوبول. نزديک به آن باشد

گردد که هم تابع تقريب به تابع مفروض نزديک سبب مي
گرديده و هم مشتقات آن تقريبي از مشتقات تابع مفروض 

به صورت ذيل  Sxنرم گسسته شده سوبولف . شود
  ] :۴[است

)۵۱(                           222
2

1

,
s

i n
S i

i

 



  xx Lx ¡  

هايکه در آن ماتريس       1, 2, ...,,i
i sLهايي ، ماتريس

 sگيري تا مرتبه سازي اپراتورهاي مشتقناشي از گسسته
به . اکتور مقياس ضرب شده اندبوده که هر يک در يک ف

ضرايب   1, 2, ...,, i si   نيز ضرايب وزن گفته که به
توابع   0, 1, ...,( ) , i siq x  برداري در و فاصله نمونه
   .اندوابسته) ۵۰(سازي رابطه گسسته

شدة سوبولف در روش تيخونوف استفاده از نرم گسسته     
)2(تعميم يافته  ) S x x( معادل استفاده از ماتريس ،
  .است) ۴۰(به صورت ذيل، در رابطة  SobLپايدارسازي 

)۵۲(                                            Sob
1

1
0

0

s
s




           

L

L L
L

M
  

استفاده از ماتريس پايدارسازي فوق در روش تيخونوف      
تعميم يافته با استفاده از ابزار تجزيه مقادير منفرد تعميم 
يافته مستلزم کوچکتر يا مساوي بودن سطرهاي ماتريس 

، که در استپايدارسازي نسبت به مجهولات مسئله 
لذا . ، اين شرط برقرار نيستSobLپايدارسازي  ماتريس

از  SobLبراي رفع اين مشکل بايستي به جاي ماتريس
  .۴۵[آن استفاده نمود QRماتريس بالا مثلثي تجزيه 

در شبيه سازي صورت پذيرفته بخش بعدي مقاله،       
1اي سوبولف شدة زير فضاههاي گسستهنرم

2
( , )W a b  و

2
2 ( , )W a b هاي اول و دوم سوبولف نرمو نيم

)1

2
L2و

2
L( در پايدارسازي مسئله انتقال به سمت ،

پائين به روش تيخونوف تعميم يافته، استفاده شده و نتايج 
با روش تيخونوف استاندارد و روشهاي منقطع بدست آمده 

  . مقايسه گرديده است
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  مطالعه موردي
منقطع و تيخونوف تعميم يافته اي هجا روش تا به اين    

براي پايدارسازي مسئلة بدوضع انتقال به سمت پائين 
تعيين ژئوئيد بدون استفاده از فرمول استوکس ارائه 

سازي عددي شبيهخواهيم در يک مسئلة حال مي. گرديد
سازگارترين شده از ميان روشهاي پايدارسازي ياد شده 

روش جهت پايدارسازي مسئلة انتقال به سمت پائين ياد 
سازي براي ايجاد يک مسئلة شبيه. شده را شناسائي نمائيم

از يک مدل ژئوپتانسيلي براي برآورد مشاهدة نرم  شده
ائي ايران در منطقة جغرافي BGIشتاب ثقل در نقاط دادة 

نشان دهندة توضيح نقاط ثقلي ) ۱(شکل . استفاده نموديم
به اين طريق با حفظ شرايط واقعي، تنها . اين فايل است

مشاهدات ثقلي انجام گرفته را با مشاهدات حاصل از يک 
مدل ژئوپتانسيلي تعويض، تا بدين گونه بتوان مشاهدات 

) ۱: (طريقتفاضلي حاصل از انتقال به سمت پائين را از دو 
انتقال به سمت ) ۲(بکارگيري مستقيم مدل ژئوپتانسيلي و 

دست آورده و بدين ه پائين پايدار شده به روش ياد شده ب
ه مورد بررسي ب هايشکل ملاکي براي تعيين خطاي روش

 GPMARبه عنوان مدل ژئوپتانسيلي، مدل . دست آوريم
انتخاب ) ۱۹۹۸ونتسل، (حاصل تلاش مرحوم ونتسل 

هاي اين مدل ژئوپتانسيل شامل ضرايب هارمونيک. دگردي
از ضرائب تا درجه و . است ۷۲۰کروي تا درجه و مرتبه 

اين مدل به عنوان مدل جاذبة رفرانس استفاده  ۳۶۰مرتبة 
اين مدل، مشاهدات  ۷۲۰و از حذف اين ميدان از ميدان 

. توليد گرديد BGIتفاضلي در نقاط مشاهدة  ايجاذبه
شبيه  جاذبة هاي، به اين شتابBGIدر فايل  ارتفاع موجود

سپس مسئلة انتقال به سمت . سازي شده نسبت داده شد
بر اساس  ،سازي شدهپائين اين مشاهدات تفاضلي شبيه

انجام  بيضوي گسستة پواسن-حل معکوس انتگرال آبل
20در انتقال به سمت پائين شبکة . پذيرفت 20   بر

ي رفرانس براي تعيين پتانسيل جاذبة تفاضلي روي بيضو
در نظر گرفته شده، سپس از طريق مدل ژئوپتانسيلي و 
روشهاي انتقال به سمت پائين ياد شده، پتانسيل جاذبة بر 

  . روي نقاط شبکة مذکور تعيين گرديد
  

هاي شبيه مشخصات آماري خطاي اضافه شده به داده: ۱ جدول
  .)mgal( بر حسب سازي شده

 

ف معيار  مينيمم  متوسط ماگزيمم   انحرا
1.9115  -0.0003  -1.9201  0.0386  

  

پتانسيل جاذبة تفاضلي حاصل دهندة  نشان) ۲(شکل      
همچنین به مشاهدات تفاضلی تولید شده  .از مدل است

 )1(یک خطاي اتفاقی با توزیع نرمال با مشخصات جدول 
  .اضافه گردید

شاهدات شتاب جاذبة تفاضلي با استفاده از انتگرال م       
ها پايدارسازي منقطع کارگيري از روشه پواسن و ب-آبل

)TSVD  وTGSVD( تيخونوف استاندارد و روش ،
ها و نرم-يافته با استفاده از نيمپايدارسازي تيخونوف تعميم

1{هاي گسسته شدة زير فضاهاي سوبولف نرم 2
2 2
,W W { به

پتانسيل جاذبة تفاضلي بر روي بيضوي رفرانس تبديل 
 ها، پارامتر پايدارسازي، با معيار در کلية اين روش. گرديدند

براي مقايسه ] . ۴[برآورد گرديد) L-Curve(ال -منحني
هاي مختلف از خطاي نسبي بيان شده توسط رابطه روش

  :ذيل استفاده شد

)۵۳(                
exact Reg

2
exact

2

Relative Error =
x x

x
  

exactx  در رابطه فوق مقدار اختلاف بسط هامونيکهاي
از بسط هارمونيکهاي  ۳۶۰بيضوي تا درجه و مرتبة 

20بر روي  شبکة  ۷۲۰درجه و مرتبة بيضوي تا  20  
باشد، که در واقع محک برآورد کارائي ياد شده مي

 )۴(و ) ۳(شکل . مطالعه استمورد پايدارسازي هاي  روش
ترتيب نشان دهنده نتيجه انتقال بسمت پايين با ه ب

در زيرفضاهاي ) شدهگسسته(استفاده از روش نرم سوبولف 
2لفسوبو

2
W  1و

2
W  نيز نتيجه انتقال به سمت  )۵(و شکل

نتيجه انتقال . پائين به روش استاندارد تيخونوف است
در شکل  TSVDبسمت پايين با استفاده از روش منقطع 

 )۹(و  )۷(نشان داده شده است و همچنين شکل  )۶(
جه انتقال بسمت پايين با استفاده بترتيب نشان دهنده نتي

و  1Lاز روش نيم نرم سوبولف و با اپراتورهاي گسسته 
2Lنيز بترتيب نشان دهنده  )۱۰(و  )۸(شکل . باشدمي

نتيجه انتقال بسمت پايين با استفاده از روش منقطع 
TGSVD  1و با اپراتورهاي گسستهL  2وL سازي در شبيه

خطاي هر يک از  )۲( در جدول. صورت پذيرفته است
  .الذکر نشان داده شده استهاي پايدارسازي فوقروش
سازي صورت و نتايج شبيه) ۲( با توجه به جدول     

اي يافته با نرم زير فضپذيرفته، روش تيخونوف تعميم
  .سوبولف داراي بهترين نتايج را به همراه داشته است
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  هاي شبيه سازي شده مقايسه خطاهاي روشهاي پايدارسازي در مسئله انتقال به سمت پائين داده: ۲ جدول
2هاي ديگرخطاي نسبي بدون واحد بوده و واحد کميت( 2/m s باشدمي(. 

2TGSVD( )L  2G-Tikh( )L  1TGSVD( )L  1G-Tikh( )L  TSVD  S-Tikh  1
2

G-Tikh( )W  2
2

G-Tikh( )W  روش  
  ماگزيمم  10.1302  10.2977  10.3802  10.5385  12.4487  17.2047  27.6701  79.7941
  متوسط  0.0033  0.0046  0.0083  0.0072  0.0726  0.0075  0.0075  0.0075

-61.1341  -33.3710  -19.7380  -18.2493  -
  مينيمم  19.2861-  19.628-  19.972-  20.2382

5.1202  1.4960  0.8451  0.7118  0.7035  0.6815  0.6610  0.6479  
خطاي 
  نسبي

2ياي که نرم زيرفضاگونهبه
2

W   که داراي کنترل بيشتري
1بر روي رفتار توابع نسبت به نرم زير فضاي 

2
W  و نرم

(فضاي هيلبرت 
2

L (يافته ، در روش تيخونوف تعميماست
همچنين بر . دهدتري را ارائه ميهاي قابل قبولجواب

هاي منقطع،  سازي در ميان روشتايج شبيهاساس ن
هاي هاي بهتري نسبت به روش داراي جواب TSVDروش

يافتة منقطع با اپراتورهاي تجزيه مقادير منفرد تعميم
همچنين . باشدمي) 2Lو 1L(گسستة مشتقات اول و دوم 

گردد، که روش منقطع ه ميملاحظ )۲(با توجه به جدول
داراي جوابهاي  1Lيافته با ماتريس پايدارسازي تعميم
يافته با ماتريس تري نسبت به روش منقطع تعميممنطقي

-همچنين در روش تيخونوف تعميم. است 2Lپايدارسازي 
1بولف فضاهاي سوهاي زيرنرم-يافته با نيم

2W  2و
2W 

1يعني 

2
L  2و

2
Lيافته در ، روش تيخونوف تعميم

 1Lمسئله انتقال به سمت پائين با ماتريس پايدارسازي 
 2Lه ماتريس پايدارسازي داراي سازگاري بيشتري نسبت ب

يافته با طوري که پايدارسازي تيخونوف تعميمبه. است
ماتريس پايدارسازي مشتق دوم داراي خطاي نسبي غير 

) ۹شکل( دست آمده از اين روشه معقول و مجهولات ب
داراي بازه تغييرات بسيار متفاوت با مجهولات واقعي 

  . هستند) ۲شکل(

 
نقطه گرفته  ۸۸۶۸نقشه توزيع نقاط ثقلي ايران براي  :۱ شکل

  . BGI شده از بانک داده هاي ثقلي

روش تيخونوف تعميم يافته در زيرفضاي سوبولف      
هاي روش تيخونوف  داراي دقت بهتري نسبت به جواب

حال که به سازگارترين روش پايدارسازي . استاندارد است
-ئين با استفاده از انتگرال آبلبه مسئلة انتقال به سمت پا

پواسن در مسئلة تعيين ژئوئيد بدون استفاده از انتگرال 
اي هتوان اين نتيجه را در مورد دادهاستوکس رسيديم، مي

هاي واقعي به نتيجة انتقال با داده .استفاده نمودواقعي 
  .گرددگيري مقاله واگذار ميبخش بحث و نتيجه

  

 
  .هاي آماري آنولات و مشخصهمقدار دقيق مجه: ۲ شکل

  

 
يافته با نرم زير فضاي روش تيخونوف تعميم: ۳ شکل

2سوبولف
2

W  
بازه تعييرات و پارامترهاي آماري نيز نزديک به پارامترهاي ( 

  .)آماري مجهولات واقعي است
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يافته با نرم زير فضاي روش تيخونوف تعميم: ۴ شکل

1سوبولف
2

W.  

 
  .مجهولات برآورد شده به روش استاندارد تيخونوف: ۵ شکل

 

 
  .)TSVD( مجهولات برآورد شده به روش تجزيه: ۶ شکل

  

 
روش تيخونوف تعميم يافته با ماتريس : ۷ شکل

  .1Lپايدارسازي

 
منقطع با  يروش تجزيه مقادير منفرد تعميم يافته: ۸ شکل

  .1L ماتريس پايدارسازي

 
روش تيخونوف تعميم يافته با ماتريس : ۹ شکل

  .2Lپايدارسازي
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ي منقطع با روش تجزيه مقادير منفرد تعميم يافته: ۱۰ شکل

  .2Lماتريس پايدارسازي

  
ل تفاضلي واقعي برآورد شده در منطقه ايران با پتانسي: ۱۱شکل

  .استفاده از روش تيخونوف تعميم يافبه در زير فضاي سوبولوف

  

  بحث و نتيجه
که استفاده از نرم رود با توجه به تئوري انتظار می    

سوبولف که داراي کنترل بیشتري بر روي توابع است، در 
  بت به نرم روش تیخونوف تعمیم یافته جوابهاي بهتري نس

معمولی در فضاي هیلبرت نتیجه دهد، که این موضوع با 
. صورت عددي نشان داده شده سازي شده نیز بمثال شبیه

هاي از این رو در ادامۀ تحقیق این روش بر روي داده
در منطقۀ جغرافبائی ایران  BGIقلی ثواقعی بانک دادة 

ه در خاتم. براي انتقال به سمت پائین استفاده گردید
پتانسیل (دهندة مجهولات برآورد شده ، نشان)11(شکل

20اي جاذبۀ تفاضلی بر روي شبکه 20   بر سطح
که با استفاده ) بیضوي رفرانس در منطقۀ جغرافیائی ایران

روش تيخونوف تعميم يافته در زير فضاي سوبولوف از 
  . گرددارائه میمحاسبه گرديده، 
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  هاي انگليسي به ترتيب استفاده در متنژه وا
 
1 - Truncated Singular Value Decomposition (TSVD) and Truncated Generalized Singular Value Decomposition 
(TGSVD) 
2 - Generalized Tikhonov (G-Tikh) 
3 - Sobolev subspace 
4 - Ill-posed 
5 - Well-posed 
6 - Scattering 
7 - Stefan 
8 - Regularized Inverse Operator 
9 - Regularization Strategy 
10 - Ill Conditioning 
11 - Bi-diagonalization 
12 - Least Square by Inequality Constrain 
13 - Underdetermined 
14 - Baysian 
15 - Semi-Norm 
16 - Derivative operator 
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