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حذف  و SIMP به کمک روش يا  صفحهيها  سازهي توپولوژيساز نهيبه
  تنش و کرنشيساز هموارمناطق شطرنجي توسط 

 
 ۲*و سهيل محمدي ۱ييکاظم غبـرا

 آدلايد استراليا دانشگاه - عمراني مهندسدکتري دانشکده يدانشجو۱
  دانشگاه تهران-يفنهای نشکده پرديس دا - عمراني مهندسدانشکده دانشيار۲

 )۲۰/۸/۸۵ ، تاريخ تصويب ۱۴/۵/۸۵، تاريخ دريافت روايت اصلاح شده  ۲۶/۶/۸۴تاريخ دريافت (

 دهيچک
 به عنوان ي نسبي چگال،يان توپولوژي بيبرا، هاست  سازهي توپولوژيساز نهي بهيها ن روشيترمتداول از يكيکه  SIMPروش در          

ك و صفر به ي ي نسبيچگال. كند ير مييك تغين صفر و ي بي طراحي شود و در نقاط مختلف محدوده يف مي از مختصات مسأله تعريتابع
 يشود و چگال ي محدود استفاده ميازل مسأله معمولاً از روش اجي تحليروش برااين در . شوند ير مي وجود و نبود ماده تفسيمعناب به يترت
ها   الماني ر در شبکهيي به تغيازي و ن خواهند بودي طراحيرهايها متغ  الماني نسبيب چگالين ترتيبه ا. شود ي در هر المان ثابت فرض مينسب
ن مناطق يل ايتشک.  شطرنج دارندي ه به صفحهي شبييشوند که الگو يل ميتشک يروش مناطقن ياج به دست آمده توسط يدر نتا يگاه. ستين

 يدارين ناپاي غلبه بر اي برايجديد تمين مقاله الگوريدر ا. رود ين روش به شمار مي در اي عدديداريک ناپاي موسومند يکه به مناطق شطرنج
 به منظور صحت سنجي و ارزيابي . را مرتفع خواهد کرديها، مشکل مناطق شطرنج ها و کرنش  تنشيساز استفاده از هموارگردد که با  يارائه م

پايه و كاربردي مختلفي مدلسازي شده، نتايج آن با مراجع موجود مقايسه  كارايي الگوريتم پيشنهادي حذف مناطق شطرنجي، مسائل 
 .اندگرديده

 
مناطق  - ي عدديها يداريناپا -SIMP روش  - کي توپولوژيساز نهيبه - ها  سازهيساز نهيبه: يدي کليها واژه
  تنش و کرنشيهموارساز - يشطرنج

 
 مقدمه
هاي مختلف مهندسي سازي در شاخههاي بهينه     روش

ها در مسائلي نظير کاربردهاي زيادي دارند و استفاده از آن
ها و  سدها، پمپرساني،هاي آبطراحي هواپيماها، سيستم

ها، موتورهاي الکتريکي، سيستمهاي کنترلي، توربين
… انتخاب محل مناسب براي ساخت يک کارخانه و 

 .مشهود است
سـازي بـه    ها براي حـل مسـائل بهينـه       نخستين بررسي 

سازي مقيد  گردد؛ لاگرانژ مسائل بهينه   قرنهاي گذشته برمي  
قل سـازي   را مورد بررسي قرار داد و کوشي به مسـائل حـدا           

 در اين ميان گاليله، لاگرانژ، کلاوسـن و    ].۱[نامقيد پرداخت 
هـا  سـازي سـازه   ونان بـراي نخسـتين بـار بـه بهينـه          دوسن

اما پس از ايـن فعاليتهـاي اوليـه، مـدتي در            ]. ۲[پرداختند  
سازي پيشرفت چنداني صورت نگرفت تا آنکـه        مسائل بهينه 

هاي پر سرعت   ي قرن بيستم، به کارگيري کامپيوتر     در ميانه 
هاي جديدي  ي تحقيقات و معرفي روش    موجب رشد دوباره  
 ].۱[سازي گرديد در مسائل بهينه

تـوان بـه سـه        يها را به طور عمـده م ـ         سازه يساز  نهيبه
 کـه در آن     ،١هـا    انـدازه  يساز  نهيبه) الف:  کرد ميبخش تقس 

سـبه  نـه محا يشـود و ابعـاد به   يشکل سازه ثابـت فـرض م ـ   
 سازه  ي توپولوژ ، که در آن   ٢ شکل يساز نهيبه) گردند؛ ب   يم

ن شکل  يشود تا بهتر    ير داده م  ييثابت است و شکل سازه تغ     
 يسـاز   نـه يبه) د و ج  ي ـ هـدف مـورد نظـر بـه دسـت آ           يبرا

 .شود ير داده ميي سازه تغي توپولوژ، که در آن٣کيتوپولوژ
 ي  ابتــدا محــدوده٤هــا  ســازهيلــي تكميســاز نــهيدر به
شـود و     يط مشـخص م ـ   يشـرا ر  يها و سـا     يارذ، بارگ يطراح

 ين توپولـوژ  ي، بهتـر  ي توپولـوژ  يسـاز   نهيسپس با كمك به   
ن يــا. گــردد ين مــيــي مــورد نظــر تعي  ســازهيممكــن بــرا

 يسـاز   نـه يه در قسـمت به    ي ـ به عنوان حـدس اول     يتوپولوژ
 سـازه   ي مرزهـا  ينـه بـرا   يشكل اسـتفاده شـده و شـكل به        

 يسـاز   نـه يت بـا اسـتفاده از به      ي ـدر نها . شـود   يمشخص م ـ 
 شكل حاصـل محاسـبه خواهـد        ين ابعاد برا  يها، بهتر   زهاندا
 .شد
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توان به طور عمده ها را ميسازي توپولوژيک سازه     بهينه
سازي بهينهدسته نخست: کردبه دو بخش تقسيم

هاي خرپايي است که ماهيت ناپيوسته توپولوژيک سازه
ي مصرف شده نسبت به کل حجم سازه هدارند و حجم ماد

) . مسائل با نسبت حجمي پايين(بسيار کم است ها در آن
هاي پيوسته است سازي توپولوژيک سازهدسته دوم بهينه

مسائلي که . که ماهيت پيوسته و نسبت حجمي بالا دارند
هاي خرپايي سر و کار دارند، به دليل طبيعت با سازه
ي دوم هستند و تر از مسائل دستهي مسئله، سادهناپيوسته

ل تحقيقات انجام شده در اين زمينه بسيار به همين دلي
در مقابل تحقيقات انجام گرفته در . تر هستندقديمي
هاي پيوسته، به دليل سازي توپولوژيک سازهي بهينهزمينه

 سال ۳۰تر از پيچيدگي نسبي اينگونه مسائل، عمري کم
 .دارند

هاي خرپايي، سازي توپولوژيک سازه      اصول اوليه بهينه
توسط ميشل بيان شد ) ۱۹۰۴(دود يک قرن پيش در ح

اما نخستين کارهاي عددي در اين زمينه توسط ]. ۳[
 ميلادي انجام ۱۹۶۴دورن، گوموري و گرينبرگ در سال 

ترين ي يافتن سبکآنها نشان دادند که مسئله]. ۴[گرفت 
توان هاي خاصي ميخرپا تحت اثر يک بار تنها را در حالت

پس از آن رزواني کارهاي . ي حل کردريزي خطبا برنامه
، رزواني ۱۹۷۷و در سال ] ۵) [۱۹۷۲(ميشل را توسعه داد 

ي ساختار بهينه را ارائه کردند و پراگر اصول اوليه نظريه
 ].۷-۹[ کارشان را توسعه دادند ۹۰ و ۸۰هاي و در دهه] ۶[

هاي پيوسته، سازي توپولوژيک سازهي بهينه     در زمينه
ي چنگ توان به مقالهنخستين کار تحقيقاتي، ميبه عنوان 

سازي اشاره کرد که به بهينه] ۱۰[۱۹۸۱و اولهف در سال
براي يافتن طرح . هاي الاستيک اختصاص داشتورق
اي، برخي دار در حالت تنش صفحههاي سوراخي ورقبهينه

هاي بهينه را مورد بررسي قرار دادند سازهدانان ريزاز رياضي
-هاي سوراخاولين حل دقيق تحليلي براي ورق. ]۱۳-۱۱[

هاي سازهدار، و همچنين بيان صحيح تانسور سختي در ريز
و اونگ و همکارانش ] ۷[ رزواني و همکارانشبهينه، توسط

 ].۱۴[ارائه شد 
سازي  اما نخستين حل عددي براي مسائل بهينه

هاي پيوسته، که در آن از روش اجزاي توپولوژيک سازه
 توسط ۸۰ي د کمک گرفته شده بود، در اواخر دههمحدو

در اين مقاله از روش ]. ۱۵[بندسو و کيکوچي منتشر گرديد
سازي توپولوژيک ي     بهينه براي حل مسئله٥سازيهمگن

گيري اين روش موجب رشد چشم. ها استفاده شده بودسازه
ي در اين زمينه از تحقيقات شد و تحقيقات زيادي بر پايه

 ].۱۶-۲،۱۹[نجام گرفت آن ا
هـا     سـازه  ينه کردن توپولـوژ   ي به ي برا يادي ز يها  روش

 ـ ي ـدر ا . وجود دارند  هـا موسـوم بـه         از روش  يا  ن دسـته  ين ب
 بـالا، از    يي و توانـا   يل سـادگ  ي ـ به دل  ٦ پخش مواد  يها  روش
 يهـا توپولـوژ     ن روش ي ـدر ا .  برخوردارند يشتريت ب يمحبوب

ن ي ـ بـه ا   .ودش ـ  يف م ـ ي ـنبود مـاده تعر   / وجود كمكسازه به   
 بــه يازي ـ سـازه ن ير در توپولـوژ يي ـجـاد تغ ي ايبـرا ب ي ـترت

هـا   ن روش ي ـدر ا . ]۲۰،۱۹[ستي ن ٧ها  المان ي  شبکه ييبازآرا
 ٨ي خاكسـتر  في با ط  ريك تصو يبه صورت   معمولاً   يتوپولوژ

ب يد به ترت  ياه و سف  يشود كه در آن نقاط س       يش داده م  ينما
توان  ي را ميترنقاط خاكس . انگر وجود و نبود ماده هستند     يب

 يهـا   روشاني ـم در .به عنوان مواد متخلخل در نظر گرفت
. هاسـت   ن آن ي از پركاربردتر  يكي SIMP٩پخش مواد، روش    

. شـود   يفرض م  ١٠ مورد استفاده همسان   ي مادهن روش   يدر ا 
 از مختصـات مسـأله      ي  به عنوان تابع    ي نسب يچگال نیچنهم
 ـ يشود و مقدار    يف م يتعر  يچگـال . ک داردي ـن صـفر تـا      ي ب
ک بـه   ي ـ ي نسـب  ي نبود مـاده و چگـال      ي صفر به معنا   ينسب
ب اگـر از    ي ـن ترت ي ـبـه ا  . شوند  ير م ي وجود ماده تفس   يمعنا

ل مسـأله اسـتفاده شـود،       ي ـ تحل ي محـدود بـرا    يروش اجزا 
.  را در داخل هر المان ثابت فرض کرد     ي نسب يتوان چگال   يم

 ي طراح يرهايها متغ    المان ي نسب يها  ين صورت چگال  يدر ا 
ر ي ـ مـورد اسـتفاده، متغ     يها  أله هستند و به تعداد المان     مس

 که بعضـاً در     ي از مشکلات  يکي .]۲۱،۱۹[ وجود دارد  يطراح
 اسـت   يل مناطق يشود تشک  ي مشاهده م  SIMPج روش   ينتا

ان صـفر و    يک در م  يها به صورت      المان يها، چگال  که در آن  
 ي طرح يف خاکستر ير با ط  ي که در تصو   يک است به طور   ي

 ي شـه ير. دي ـآ ي شطرنج به وجود م ـ    ي طرح صفحه ه به   يشب
د بـه   ي ـآ ي بـه شـمار م ـ     ي عدد يداريک ناپا ين مشکل که    يا

 هـدف از ايـن      .]۲۳،۲۲[گـردد  ي محدود باز م   يب اجزا يتقر
-مقاله ارائه روشي نوين براي حل اين مشكل ناپايداري مـي   

 ي  مسـأله  ي بـرا  ياض ـيک مدل ر  ي  ابتدا نوشتارن  يدر ا  .باشد
ارائـه  به کمک پخـش مـواد       ها    ک سازه يلوژ توپو يساز  نهيبه

ــراSIMPســپس روش خواهــد شــد؛   اســتفاده از آن ي را ب
ش منــاطق يدايــدر ادامــه علــل پ. ميکنــ ي مــيبنــد فرمــول
ن مشكل را مـرور     ي رفع ا  ي موجود برا  يها   و روش  يشطرنج
شود که به کمک     يشنهاد م ي پ ي جديد روشم كرد و    يخواه
 را رفـع  يداري ـناپان  ي ـهـا ا   هـا و کـرنش      تـنش  يسـاز  هموار
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 ي بـه انتهـا    ييهـا   ، گـام   تـنش  يسـاز   همـوار  يبـرا . کند يم
تم يالگـور . شـود   ي محـدود اضـافه م ـ     يتم روش اجـزا   يالگور
 بـه زبـان     يوتري کـامپ  ي ک برنامـه  ي ـشـده در قالـب        اصلاح

Matlab  ن ي ـ صحت عملکرد اي بررسيبرا.  نوشته شده است
د که در   ان   نوشته اجرا شده   ي  با کمک برنامه   ييها  روش مثال 

 .ن مقاله گزارش خواهند شديان ايپا
 

هـا بـه     ک سازه ي توپولوژ يساز نهي به ي مسأله
 کمک پخش مواد
 ي ک سازهي يم توپولوژي اگر بخواهيدر حالت عاد

ها را   الماني م شبکهيريم ناگزير دهييشده را تغ يمدلساز
ها که مرتباً  ک سازهي توپولوژيساز نهيدر به. مير دهييتغ

نه و ين کار مسلماً هزيشود، ا ير داده مييسازه تغ يتوپولوژ
 که اگر يدر صورت. ش خواهد داديحجم محاسبات را افزا

جاد ي ايان شود، براينبود مواد ب/ به کمک وجوديتوپولوژ
ها   الماني  شبکهيي به بازآرايازي، نير در توپولوژييتغ

 ي مسألهکار،  ن راهيدر صورت استفاده از ا. نخواهد بود
 ي دوبعديفضاک سازه در يک ي توپولوژيساز نهيبه
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 يرهايمتغ دانيب مي به ترتu(w) و x(w)که در آن 

 U و کنند يرمکان را مشخص مييدان تغي و ميطراح
 f؛ تابع  استيکينماتي مجاز سيها رمکانيي تغي مجموعه

. ود مسأله هستندي قgiتابع هدف مسأله است و توابع 
 . است١١ي طراحي  معرف محدودهdΩن يهمچن
l(u)   و ax(u,v)  ي و فرم دوخط ـ   ١٢ بار يب فرم خط  ي به ترت 
 :]۲۴،۱۹[شوند يف مير تعريبه صورت ز هستند که ١٣يانرژ
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 ي و بارهاي سطحيبارهاب ي به ترتb و t  روابطنيدر ا
 تانسور εij است و ي تانسور سختEijkl  هستند؛يحجم

 نشان داده شده و Ωسطح جسم با  . استيکرنش خط
Γ به نام ي مرزΩ که فرض شده ≡∂Ωي دارد به طور 

 و شامل دو  هموار استي کافي  به اندازهΓکه 
 يبارها که ي به طورباشد ي مdΓو tΓ ي رمجموعهيز

ها  رمکانييتغ  ودنشو ياعمال م tΓ ي  بر محدودهيسطح
 برابر ي و مقداراند ن شدهييش تعي از پdΓ ي در محدوده

ud(w)دارند . 
 و در ي را در حالت کليک جسم ارتجاعي )۱(شکل 

 ي ن شکل محدودهيدر ا .دهد ي نشان مي دوبعديفضا
dΩ ⊂ Ωنشان داده شده استي با رنگ خاکستر . 

 

 
 ي دوبعدي فضا دريک جسم ارتجاعي ي هيشکل اول: ١شكل 
 .يک در حالت کلي توپولوژيساز نهي بهي  مسألهيبرا

 

  شرطشود که يده مي د)۳( و )۲(ا توجه به روابط ب
Uvvlvuaxاساسي ∈∀= قابل تبديل به فرم  ),(),(
دان يکند م ين ميو تضمباشد مي يکار مجاز ١٤ضعيف

  .ط تعادل را ارضا کندي شراuرمکان ييتغ
ن فرم يگر آن است که ا  نشانax(u,v) در xس يرنويز
 به عبارت . وابسته استي طراحيرهايبه متغ يدوخط
 ي طراحيرهاي از متغيبه صورت تابعمواد  يتر سخت قيدق
 که ي طراحيرهاي مواد با متغي سختي رابطه. شود يان ميب

مطابق ) ۱ (ي  مسألهي موسوم است برا١٥به مدل مواد
 :]۲۴،۱۹[شود يف مير تعري زي رابطه

0( ) ( )ijkl ijklE x x E= w  
)۴( 

 به . همسان استي ک مادهي ي سختتانسور E0که در آن 
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 که معادل وجود E=E0دهد  يجه مي نتx=1ب ين ترتيا
 که معادل نبود E=0دهد  يجه مي نتx=0ماده است و 

 .ماده است
 را h=0 به صورت يد مساويتوجه شود که هر ق

ن يگزي جاh≤0- و h≤0 يد نامساويتوان با دو ق يم
 x) ۱ (ي  که در مسألهن قابل توجه استيهمچن .]۲۰[کرد

 يد برايک قي تعادل ي رند و در واقع رابطهي هردو متغuو 
ک ين مسأله يحات، اين توضيبا ا. شود ي محسوب مuر يمتغ

 . است١٦ مخلوطيساز نهي بهي مسأله
 

 به ي توپولوژيساز نهي بهي  مسألهيبند فرمول
 SIMPکمک روش 

 دل موادم) الف
وسته يبه صورت ناپ) ۱ (ي  در مسألهي طراحيرهايمتغ

ن مسأله ي حل اي برايسينو ن امر برنامهيکنند که ا ير مييتغ
ن مسأله اصولاً يتر از آن، ا مهم. کند ي مواجه ميرا با مشکلات
ن امر آن است که عموماً يل ايدل. ]۲۵،۲۴[جواب ندارد

جم سازه باعث ر در حييشتر بدون تغي بيها جاد سوراخيا
گر يبه عبارت د. گردد ي مانعطاف پذيري مدلش يافزا
 ١٧ بستهي کافي  به اندازه)۱ (ي  مجاز در مسألهيفضا
 نقص در بسته يساز نهيغالباً در مسائل به]. ۲۵[ستين

 تابع ١٨يوستگين نقص در پي مجاز و همچنيبودن فضا
 ].۲۶[نداشته باشد ١٩يشود مسأله جواب کل يهدف باعث م

ن مشکلات معمولاً فرم يبرطرف کردن ا يبرا
ن يرد به ايگ ي مسأله مورد استفاده قرار م٢٠ي رهاشده

  پيوستهدي با ق∋x{0,1} ناپيوسته ديب که قيترت
[0,1]x∈ر باعث يين تغي ا.]۲۵[گردد ين ميگزي جا

ک يشود مسأله جواب داشته باشد و در ضمن به  يم
شده  ن فرم رهايمعمولاً ا]. ۲۵[ل شودي محدب تبدي سألهم

 شناخته ري صفحه با ضخامت متغي مسألهبه نام 
 که از حل ييها ن وجود در جوابي با ا].۲۵،۲۴،۱۹[شود يم
 در مناطق ي طراحيرهايند، متغيآ ين مسأله به دست ميا

) کيتر از  تر از صفر و کوچک بزرگ (يانير مي مقادياريبس
 ي باعث بروز مشکلاتياني ميرهايوجود متغ. اشتخواهند د

. شود ي به دست آمده ميها  سازهيدر ساخت و اجرا
شود  يرها موجب مين متغياد ايزان نسبتاً زين ميهمچن
جه نتوان از آن به ي واضح نباشد و در نتيي نهايتوپولوژ
 شکل يساز نهي بهيها ه در روشيک حدس اوليعنوان 

 .استفاده کرد

 يانير مين مشکل مقادي حل اي براSIMPاد در مدل مو
 يانير ميمه کردن مقادي جريبرا. شوند يمه ميرها جريمتغ

 ي با رابطه) ۴ (ي رابطه
0( ) p

ijkl ijklE x x E=  
)۵( 
مه است و ي توان جرp که در آن ]۲۴ [شود ين ميگزيجا

ن مدل از لحاظ ي آن که اي برا.ک دارديتر از   بزرگيمقدار
تر   بزرگpد ي باينا داشته باشد در مسائل دوبعد معيکيزيف

 يرهاين حالت معمولاً از متغي در ا].۲۷[از سه انتخاب شود
 ].۲۴،۱۹[شود ياد مي ي نسبيها ي به عنوان چگاليطراح

در مدل مواد ) ۵ (ي قابل توجه است که اگر از رابطه
 به وجود آمده باز هم يساز نهي بهي استفاده شود مسأله

ن يبا ا]. ۲۵[ز نخواهد بوديهد داشت و محدب نجواب نخوا
شود تا  ي استفاده ميدات خاصيوجود معمولاً از تمه

 .اد شده رفع شونديمشکلات 
 

  متوسطي نرميساز حداقل) ب
 ي متفاوتيها ديتوان توابع هدف و ق يم) ۱ (ي در مسأله

 ين توابع مختلف انتخاب نرميان اي در ميرا انتخاب کرد ول
ا ي(نوان تابع هدف و محدود کردن حجم  به ع٢١متوسط
ن ي که باعث شده ا]۱۹ [ داردييايد، مزايبه عنوان ق) وزن

 .رديار مورد استفاده قرار گيانتخاب بس
 سازه است که ي از سختياريع مع متوسط در واقينرم

ب اگر حجم مواد ين ترتي به ا.دشو يمف يتعر) ۲ (ي  رابطهبا
با استفاده ) ۱ (ي مسأله ي شده فرم گسستهم يرا محدود کن
 :شود يان مير بي به شکل زSIMPاز مدل مواد 
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)۶( 
 به f و u است و ي طراحيرهاي بردار متغxکه در آن 

.  هستنديا  گرهيروهايها و ن رمکانييب بردار تغيترت
 از ي که تابع کل سازه استيس سختي ماترKس يماتر
 V0ام است و -e حجم المان ve  است؛ي طراحيرهايمتغ
 . حجم سازه استين شده براييش تعي از پييک حد بالاي

 .دهد ي مورد استفاده را نشان ميها  تعداد المانnن يهمچن
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0ط يشرا 1x≤  ٢٢يا ط جعبهي شراي را گاه≥
 يس سختي ماتر٢٣ينگي آن که از تکيبرا. ]۱۹[نامند يم

ر يط زيط را با شراين شراي معمولاً ا شوديريها جلوگ المان
 ]:۲۱،۱۹[کنند ين ميگزيجا

0 1x x< ≤ ≤  
)۷( 

 ي طراحيرهاي متغي براينييک حد پاي xکه در آن 
 معمولاً به ي حجميل آن که بارهاين به دليهمچن. است

به ) ۶ (ي جتاً در مسألهي دارند و نتيمقدار مواد بستگ
ن بارها ي از اي سادگي وابسته هستند، براي طراحيرهايمتغ

به شکل ) ۶ (ي ب مسألهين ترتي به ا.شود يصرف نظر م
 :]۱۹[شود ي ميسير بازنويتر ز متداول
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)۸( 
 ي ن مسأله به عنوان مسألهين مقاله، از ايدر ا

 .اهد شدها استفاده خو ک سازهي توپولوژيساز نهيبه
 

 يساز نهيبه) ج
 يها تميتوان از الگور ينه ميافتن جواب بهي يبرا

ها،  تمين الگوريان ايدر م.  استفاده كردي متفاوتيساز نهيبه
ار ي و روش مع(MMA) ٢٤ متحركيها روش مجانب

در . ]۱۹[ برخوردارنديشتريت بي از محبوب(OC) ٢٥ينگيبه
ن يدر ا. هد شد استفاده خواينگيار بهين مقاله از روش معيا

م ير مستقي تابع هدف به صورت غيساز نهيند بهيروش فرا
 يارهاي از معيا ن صورت كه مجموعهيشود؛ به ا يانجام م

 انتخاب ينگيار بهيوابسته به رفتار سازه به عنوان مع
ارها ارضا ين معيشود در هر مرحله ا يشوند و تلاش م يم

ر هر مرحله به ستم ديرود س يب انتظار مين ترتيبه ا. شوند
در  ي انتخابيارهايمع. تر شود كينه نزدي بهي نقطه
 ٢٦تاكر-ط كاني شراي هيعموماً بر پا ينگيار بهي معيها روش

 .استوارند] ۲۰،۱۹[
تاکر، -ط کاني با شراينگيار بهي معيها بر اساس روش

شنهاد شده ير پي زيجيطرح بهبود تدر) ۸ (ي  مسألهيبرا
 ]:۲۱،۱۹[است
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 .SIMPتم روش ينمودار الگور: ٢شكل 

 

رات ييزان تغي است که مي پارامترζکه در آن 
ك ي η کند و ي در هر تکرار را مشخص مي طراحيرهايمتغ

ك ي به يابي  دستي است كه برا٢٧دهنده عامل كاهش
 ].۲۰،۱۹[اب گردد انتخζد متناسب با يكنوا بايتم يالگور
 تکرار است و ي گر شماره  نشانkن رابطه ين در ايهمچن

  محدوديل به کمک روش اجزايتحل

ا جواب همگرايآ
 شده؟

 هي اوليمقدارده

 انيپا

  تابع هدفي محاسبه

 ي طراحيرهايود متغمحاسبه و بهب
 )۹(بر اساس روابط 

به کمک  Λب يسبه و بهبود ضرمحا
 روش نصف کردن

د حجم فعاليا قيآ
 است؟

ريخ  

ريخ  

يآر  

يآر  

جيش نتاينما  
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eB۱،۳[ديآ ير به دست مي زي  از رابطه:[ 

, 1,...,
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)۱۰( 
.  استيد حجمي قيب لاگرانژ براي ضرΛکه در آن 

 يتوان از روش الحاق يها م تي حساسي  محاسبهيبرا
 ]:۱۹[شود ين روابط منجر ميده نمود که به ااستفا

1 , 1,...,p T
e e e e

e

l px e n
x

−∂
= − =

∂
u K u  

)۱۱( 
 با Λ ن نکته کهيابا توجه به  Λب ي ضري  محاسبهيبرا

Vاز روش نصف يتوان به راحت ي نسبت معكوس دارد م 
د حجم ين کرد که قيي تعي را طورΛ و كردن استفاده نمود

 ].V=V0] ۲۱-۱۹ يعنيفعال باشد؛ 
 SIMPتم روش يحات نمودار الگورين توضيه به ابا توج

 . خواهد بود)۲(مطابق شکل 
 

 SIMP در روش ي عدديها يداريناپا
ک ي توپولوژيساز نهي بهي  مسألهطور که گفته شد همان

 جواب ندارد و در SIMPدر صورت استفاده از مدل مواد 
شود که  يعدم وجود جواب باعث م. ستيضمن محدب ن

 به يها  مسأله به تعداد الماني شده تهها فرم گسس جواب
گر يبه عبارت د.  وابسته باشديساز  گسستهيکار رفته برا

ها وابسته  المان ي به شبکه) ۸ (ي  مسألهيها جواب
 .]۲۵[است

موجب خواهد شد ) ۸ (ي ن محدب نبودن مسألهيهمچن
ابد و به ي را بي کليها تم ارائه شده نتواند جوابيکه الگور

ن يبه ا. ا حداکثر همگرا شودي حداقل ي ن نقطهيتر کينزد
 ي متفاوتيها  مختلف جوابياستفاده از پارامترهاب با يترت

 ].۲۵[به دست خواهد آمد
ها   الماني  به شبکهيست را به نام وابستگ نخيداريناپا
 ي محليها  دوم را به نام مشکل حداقليدارياو ناپ

ن ي حل اي براي مختلفيها روش]. ۲۵[ميشناس يم
ستند ين مقاله نيموضوع بحث اها وجود دارند که  يداريناپا

که  يگري ديداريناپا]). ۲۵،۱۹[د به ي مثال نگاه کنيبرا(
ن مقاله به ي و در اشود ي مشاهده من مسألهي ايها در جواب
مناطق .  نام دارديم، مشکل مناطق شطرنجيپرداز يآن م

ها به   المانيها، چگال  هستند که در آني مناطقيشطرنج
 که در يک است به طوريان صفر و يک در ميصورت 

 ي ه به طرح صفحهي شبي طرحيف خاکسترير با طيتصو
ن ي اي شهير. )۳شکل (]۲۵[ ديآ يشطرنج به وجود م

 گردد ي محدود باز مي اجزايي به عدم همگرايداريناپا
]۲۵-۲۲.[ 

 
 .مناطق شطرنجي: ۳شکل 

 

ن ي بر طرف کردن اي براي مختلفيها تا کنون روش
. شنهاد شده استيا محدود کردن آن پي و يداريناپا

 ي ناسازگار خاصيها  مرتبه بالا و المانيها استفاده از المان
ن يهمچن. ]۲۸[د واقع شودين مشکل مفيتواند در حل ا يم

 به ي طراحيرهايان متغيا گراديط و يبا محدود کردن مح
ن مشکل را برطرف يتوان ا ي ميد اضافيک قيعنوان 
 که معمولاً استفاده يگريراه حل د]. ۲۹،۲۵،۱۹[نمود
 يرهاير متغيا مقاديها و  تير حساسيشود اصلاح مقاد يم

ف يها، تعر ن روشيعلاوه بر ا]. ۳۰،۲۱-۳۲[   استيطراح
ن ياتواند  يز مي نيا  به صورت گرهي طراحيرهايمتغ
 ].۳۳،۱۹-۳۴[دي را رفع نمايداريناپا

به .  دارنديبيا و معايادشده مزاي يها هرکدام از روش
 ي نهي مرتبه بالا هزيها عنوان مثال استفاده از المان

د و علاوه بر ده يش مي افزايري را به نحو چشمگيمحاسبات
 را به طور کامل حل يدارين ناپايآن ممکن است ا

ز به ي ني طراحيرهايان متغي گراديساز محدود]. ۲۵[نکند
در ]. ۲۹،۲۵،۱۹[اج داردي احتي اضافيدهاي قياديتعداد ز
د به مسأله اضافه يک قين که تنها يط با اي محيساز محدود

ا ط بي محي مناسب براييک حد بالاين ييشود، تع يم
حجم ها  تيروش اصلاح حساس]. ۱۹[ همراه استيمشکلات
شود در  ي باعث ميکند ول ي را چندان اضافه نميمحاسبات
 ].۲۵،۱۹[اد شودي زياني ميرهاي تعداد متغييجواب نها
 غلبه بر مشکل مناطق ي برايدين مقاله روش جديدر ا
 محاسبات را چندان ي نهيشود که هز يشنهاد مي پيشطرنج

. شود ي منجر مي قابل قبوليها دهد و به جواب يش نميافزا
ل ي به دست آمده از تحليها ها و کرنش ن روش تنشيدر ا
 ي هي و بقشوند ي ماصلاح محدود در هر مرحله ياجزا
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ن يا. شود يشده انجام م ر اصلاحيمحاسبات به کمک  مقاد
 .ح خواهد شديروش در بخش بعد به طور مفصل تشر

 

 SIMPدر روش  يحل مشکل مناطق شطرنج
 ع تنش و کرنشي توزيساز به کمک هموار

شده توسط نگارنده به کمک   انجاميها يدر بررس
 يساز  شد که همواريريگ جهين نتي متعدد، چنيها مثال
 قبل ، سازگاريا گره-۴ يها در المانشده   محاسبهيها تنش

 را در ي مشکل مناطق شطرنجي طراحيها رياز بهبود متغ
ها   تنشSIMPدر مدل مواد  .کند يفع م رSIMPمدل مواد 
 :نديآ ير به دست مياز روابط ز

0 , p
e e e e ex= =D D Dσ ε  

)١( 
ک المان پر از ماده ي رفتاريس ي ماترD0که در آن 

)x=1 ( است وeσ و eεتنش و يب بردارهاي به ترت 
 متوسط بر حسب تنش و ينرم.  هستندe کرنش المان

 :ان خواهد شدير بيکرنش، به صورت گسسته، به فرم ز
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0 و leدو پارامتر .  استeجم المان  حeΩکه در آن 

eσ 
 :ميکن يف مير تعريب زيرا به ترت
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 :ميدار) ۱۱ (ي با توجه به رابطهب ين ترتيبه ا
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)۱۵( 
ر ي زتر  سادهي  به رابطه)۱۵( و )۱۴(ب روابط يو از ترک

 :ميرس يم
e
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p ll
x x

⋅∂
= −
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)۱۶( 
ر ير تنش و کرنش مقادي مقاديحال اگر به جا

 :م داشتيخواهم يها را به کار بر  آني شده هموار
ˆ ˆ ˆ d

e

T
e e el

Ω

= Ω∫ ε σ  

)۱۷( 

ˆکه در آن  eσ و ˆ eεي شده ر همواريب مقادي به ترت 
، )۱۷ (ي با توجه به رابطه.  و کرنش هستندتنش
 :نديآ ير به دست مي زي د از رابطهي جديها تيحساس

ê

e e

p ll
x x

⋅∂
= −

∂
 

)۱۸( 
 از هي اوليها تي حساسين روش به جايدر ا
استفاده ) ۱۸(  از رابطه  به دست آمدهيها تيحساس

 .شود يم
، مقدار تنش )کرنش( تنش يساز منظور همواربه 

مربوطه در ر ي از مقاديريگ نيانگيدر هر گره با م) رنشک(
ب ين ترتيبه ا. شود ين ميي متصل به آن گره تعيها المان

 ي محلي  شمارهi (i ي را در گره) کرنش(اگر مقدار تنش 
se با eاز المان ) گره است

iشده ر همواريم، مقادي نشان ده 
 :شوند ير محاسبه ميب زيبه ترت

( ),s
ŝ j

k
LN j k

k W
j

jW
∈

=
∑

 

)۱۹( 
ŝکه در آن  jدر ) کرنش( تنش ي شده  مقدار هموار

) و j ي گره ),LN j kي  گرهي محلي گر شماره  نشان j 
 معرف Wj ن رابطهين در ايهمچن.  استkدر المان 
 j ي  گره است که بهييها  الماني  شمارهي مجموعه
 .دهد ي را به دست مWj ي تعداد اعضاjW  واند متصل

 

 ي عدديها ج و مثالينتا
ن بخش صحت عملکرد روش ارائه شده را با چند يدر ا
 .م کردي خواهي بررسيمثال عدد

 و بار وارده E=1.0 يب ارتجاعيها ضر  مثاليدر تمام
t=1.0داده شده مربوط به شيج نماينتا. اند  فرض شده 

 . هستند۲۵۰ ي تکرار مرحله
 

 ي کوتاه ي تير طره مسأله) الف
ي براي کنترل صحت عملکرد روش ارائه شده  مساله      

ي عميق را که جواب تحليلي آن مشخص است تير طره
گاهي و بارگذاري اين مسئله در شرايط تکيه. کنيمحل مي
جواب ) ب(۴شکل . نشان داده شده است) الف(۴شکل 

 که از دو عضو مورب با زاويه ]۲۰[دهدتحليلي را نشان مي
 برابر ارتفاع آن ۳عمق تير .  درجه تشکيل شده است۴۵
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 با رنگ خاکستري نمايش داده ي طراحيمحدوده. است
 در V0=0.2LWشده است و حداکثر حجم مواد مصرفي 

 .نظر گرفته شده است

  
 )الف( )ب(

 

 

 

 
 )ج( )د(

 
؛ جواب )الف(ي عميق شرايط مرزي و بارگذاري تير طره: ۴ل شک

) ج (SIMPو نتايج حل اين مسئله به کمک روش ) ب(تحليلي 
 .)د(و تکنيک هموارسازي تنش 

 
از يک ) د - ۴(و ) ج - ۴(هاي براي به دست آوردن شکل

 . استفاده شده است۳۰*۱۰شبکه با ابعاد 
ايج به دست آمده به گردد نتهمانگونه که ملاحظه مي      
 . تحليلي نزديک هستندجواب

 

 
 )الف(

 

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

 
 )هـ(

 
 

و ) الف(ي کوتاه  شرايط مرزي و بارگذاري تير طره: ٥شكل 
و حذف مناطق ) ب (SIMPنتايج حل اين مسأله به کمک روش 

ها ، اصلاح حساسيت)ج(شطرنجي با کمک هموارسازي تنش 
 ).ه(هاي ناسازگار و استفاده از المان) د(

 



 
 ٩٩.....                                                                                                                                               بهينه سازي توپولوژي 

 
 

 ي کوتاه ي تير طره مسأله) ب
ن مسأله در شکل ي اي و بارگذاريگاه هيط تکيشرا

 برابر ارتفاع آن ۶/۱ر يطول ت. نشان داده شده است) الف(۵
 ي با رنگ خاکستري طراحي محدوده. (L=1.6W)است 
ن ي در ايحداکثر حجم مواد مصرف. ش داده شده استينما

 .ظر گرفته شده است در نV0=0.5LWمثال 
 آن از ير مدل شده و در مدلسازيل تقارن نصف تيبه دل

 يا گره-۴ يها  المان و از المان۶۴×۲۰ک شبکه به ابعاد ي
 . استفاده شده استسازگار

جواب نهايي به دست آمده توسط روش ) ب - ۵(شکل 
SIMPشود  گونه که ملاحظه مي همان. دهد  را نشان مي

ايي از مناطق شطرنجي پوشيده سطح زيادي از جواب نه
از ) ج - ۵(براي به دست آوردن شکل . شده است

در اين شکل مناطق . ايم هموارسازي تنش استفاده کرده
 .اند شطرنجي به کلي حذف شده

هاي ي نتايج روش ارائه شده با ديگر  روشبراي مقايسه
ي مورد بحث به کمک دو حذف مناطق شطرنجي، مساله

) د(۵هاي حل شده است و نتايج در شکلتکنيک ديگر نيز 
 به کمک روش) د - ۵(شکل . اندآورده شده) ه - ۵(و 

به دست آمده ] ۲۱) [۲با شعاع فيلتر (ها اصلاح حساسيت
هاي از المان) ه - ۵ (است و براي بدست آوردن شکل

 .استفاده شده است] ۲۸[ناسازگار 
شود که نتايج روش هموارسازي تنش و ملاحظه مي

ها در اين مسئله بسيار به هم نزديک روش اصلاح حساسيت
ترين مقدار تابع هدف براي اين دو مثال در  کوچک .هستند
 . گزارش شده است)۱(جدول 

 
ي طره ي تير ترين مقدار تابع هدف در مسالهکوچک: ۱جدول 

 .کوتاه
 حداقل مقدار تابع هدف روش استفاده شده

SIMP ۸۸۳۱/۷۵ 
 ۱۳۲۳/۷۸ هموارسازي تنش
 ۶۰۶۷/۷۹ هااصلاح حساسيت

 ۴۵۰۸/۸۵ هاي ناسازگاراستفاده از المان
 

 تابع هدف در حالتي شود که حداقل مقدار مشاهده مي
%) ۳حدود (سازي تنش استفاده شده اندکي  که از هموار

دليل اين امر آن است که در تحليل . تر شده است بزرگ
 تمامي ي شطرنجي از اجزاي محدود سختي يک ناحيه
همچنين ]. ۲۲[تري دارد الگوهاي هم حجم مقدار بزرگ

شود که تکنيک ارائه شده نسبت به دو تکنيک ملاحظه مي
  .تري رسيده استديگر به نتايج مناسب

 

 MBBي  مسأله) ج
 برابر ارتفاع آن ۶اين تير يک تير ساده است که طولش 

 گاهي و بارگذاري اين مسأله در شکل  شرايط تکيه. است
ي طراحي با رنگ  محدوده. نشان داده شده است) الف -  ۶(

حداکثر حجم مواد . خاکستري نمايش داده شده است
در  . در نظر گرفته شده استV0=3L2مصرفي در اين مثال 

هاي  اينجا نيز به دليل تقارن نصف تير مدل شده و از المان
ها  ي المان ابعاد شبکه. اي سازگار استفاده شده است گره-۴
 .باشد  مي۶۰×۲۰

جواب نهايي به دست آمده توسط روش ) ب - ۶(شکل 
SIMPاز ) ج - ۶(دهد در حالي که در شکل   را نشان مي
گونه که از  همان. سازي تنش استفاده شده است هموار
آيد، در اين مسأله نيز استفاده  ي اين دو شکل بر مي مقايسه
ؤثر سازي تنش در رفع مشکل مناطق شطرنجي م از هموار
 .بوده است

حداقل مقدار تابع هدف براي اين دو مثال مطابق 
 . است)۲(جدول 

 
 .MMBي ترين مقدار تابع هدف در مسالهکوچک: ۲جدول 

 حداقل مقدار تابع هدف روش استفاده شده
SIMP ۷۳۱۸/۱۹۱ 

 ۴۲۹۲/۲۰۲ هموارسازي تنش
 

در اين مسأله نيز حداقل مقدار تابع هدف در حالتي که 
تر شده است  سازي تنش استفاده شده اندکي بزرگ اراز همو

% ۶/۵حدود (هرچند اين اختلاف چندان زياد نيست 
 ).اختلاف وجود دارد

 

 يريه گجينت
ک ي توپولوژيساز نهي بهي نوشتار مسألهن يدر ا

 پخش مواد مورد يها  به کمک روشي دوبعديها سازه
ن مسأله ي حل اي براSIMP قرار گرفت و روش يبررس
 .دي گرديرفمع

ع مواد ي سازه به صورت توزي توپولوژSIMPدر روش 
ها که   در الماني نسبيها يشود و چگال يف ميهمسان تعر

 ي طراحيرهايک دارند به عنوان متغين صفر و ي بيريمقاد
ند حل ابتدا يدر هر مرحله از فرا. شوند يدر نظر گرفته م
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ل ي محدود تحلي مورد نظر به کمک روش اجزاي سازه
ار ي به کمک روش معي طراحيرهايشود و سپس متغ يم
 محاسبه يجيک طرح بهبود تدري و بر اساس ينگيبه
 .شوند يم

 ي عددييها يداري ناپايگاه، SIMPج روش يدر نتا
 به يوابستگ: ها عبارتند از ن آنيتر  که مهمشوند يمشاهده م

ل مناطق ي و تشکي محليها ها، حداقل  الماني شبکه
 .يشطرنج
 غلبه بر مشکل مناطق ي براين مقاله روشيدر ا
 يساز د که در آن با استفاده از همواري ارائه گرديشطرنج

 يل مناطق شطرنجيها از تشک ها و کرنش ع تنشيتوز
ل ين روش پس از تحليدر ا. ديآ ي به عمل ميريجلوگ
ن يگزيشده جا  همواريها ها و کرنش  محدود، تنشياجزا
 محاسبات بر ي هيشوند و بق يه مي اوليها ها و کرنش تنش

 .رديگ يشده صورت م ر اصلاحين مقادياساس ا
 ي مورد بررسييها ن روش توسط مثاليصحت عملکرد ا

تواند  ي مين روش به خوبيد که ايقرار گرفت و مشاهده گرد
 . را برطرف سازديل مناطق شطرنجيمشکل تشک

 

 )الف(

 )ب(

 )ج(

و حذف مناطق ) ب( SIMPن مسأله به کمک روش يج حل ايو نتا) الف( MBB ي  مسألهيگذار و باريط مرزيشرا: ٦شكل 
  .)ج ( تنشي با کمک هموارسازيشطرنج
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 ب استفاده در متني به ترتيسي انگليها واژه
 
1 - Sizing Optimization     19 - Global 
2 - Shape Optimization     20 - Relaxed Formulation 
3 - Topology Optimization     21 - Mean Compliance 
4 - Integrated Structural Optimization   22 - Box Constraints 
5 - Homogenization     23 - Singularity 
6 - Material Distribution Methods    24 - Method of Moving Asymptotes 
7 - Remeshing      25 - Optimality Criteria 
8 - Gray-scale Image     26 - Kuhn-Tucker Conditions 
9 - Solid Isotropic Materials with Penalization  27 - Damping Factor 
10 - Isotropic 
11 - Design Domain 
12 - The Load Linear Form 
13 - The Energy Bilinear Form 
14 - Weak Form 
15 - Material Model 
16 - Mixed 
16 - Closed 
18 - Lack of Continuity 
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