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  نامتقارنگرد دوره فروشنده مسئله  و بهبود تورساخت ابتکاری وشر
 

   محمد سعید صباغ
 ناشگاه صنعتی اصفهناد  - ها  سیستمریزی  برنامهشکده مهندسی صنایع و مرکز ناداستادیار 

 یعلیرضا امیر
  شهید باهنر کرماننشگاهاد - نشکده مهندسی صنایعا دربیم

 )8/7/85  تاریخ تصویب،3/10/84 دریافت روایت اصلاح شده  تاریخ،15/6/81تاریخ دریافت (

 چکیده
 با  ابتدا،در این روش.  استشده ارائه نامتقارنگرد دوره ه فروشندمسئلهخوب   یک روش ابتکاری برای یافتن یک تور،در این مقاله         

به  از رفتن ، درمراحل بعدیتاند شو انتخابای  گونههی تور بشهرها  توری ساخته شود کهشود می سعی سازی شده،استفاده از ماتریس نرمال
 این انجامبرای  . استشده داده بهبودکمک روش ابداعی، تور مذکور به اندازه سپس.دشوپرهیز ) ین طولا یا زمانمسافت (ههزینپر هایشهر

 500 تا  زیادی مسائل وهنوشته شد ++C نازب بهدی روش پیشنهاو  خطی تخصیص  ماتریس هزینهسازینرمالی روش ارایانهبرنامه  ،پژوهش
.  نامتقارنگرد  دورهه فروشندمحک مسائل  تمامیونامتقارن از نوع  مسائل تصادفی یتعدادعبارتند از   حل شدهمسائل. ه استدششهر حل 

 .دهدمیبدست خیلی خوبی تور ،شدهآزمون مسائل  تمام برای، است که این روشآن حاکی از آمدهبدستنتایج 
 

 بهبود تور،  تورساخت، سازی نرمال، خطیتخصیص ، (ATSP)  نامتقارنگرد  دورههفروشند :کلیدی هایهواژ
 

 مقدمه
  شهر:خواهیم از  می،مفروض است شهر n فرض کنیم     

 فقط دیگر هر شهر بهحرکت نموده و  به شروع ،دلخواه
 به ،تهانا خارج شویم و در از آن ربایکر وارد و فقط بایک

 ،با این شرط که مسافت طی شده؛  بازگردیمءشهر مبد
 ه فروشندمسئله را مسئلهاین . ترین مسافت باشدکم

-هبورت صاین مسیری که به بهنامند و  میگرد دوره
ه مسافت کیورتصدر. شود می گفته "تور"آید،  وجودمی

برای  mشهرتا kشهربا مسافت kشهرتا  mشهر
k, تمام مقادیر mگرد   دورهه فروشندمسئله ،باشندرابر  ب

 "نامتقارن" را آن صورتغیر این  و در"متقارن"را 
 .]2،1 [نامند می

سازی   مسائل بهینهیهگرد در زمر شنده دورهمسئله فرو
از  زمان حل آن تابعی نمایی بنابراین. ترکیبی قرار دارد

 مسئله کاربردهای زیادی دارداین ]. 3[است تعداد شهرها 
 ، زمانبندی 1ساخت صفحه مدارهای الکترونیکی :از جمله

های های تلفنآوری سکه جمع ،3ی کارهایابترتیب ،2کارها
های برقی،  ها، قوس مسیریابی ابزار، قالب  فعالیت،عمومی
ن برای تولید یک اها و بخاردهندگ ها، پرتوافکن مشعل

های دو بعدی و  ویژگی خاص برروی یک قطعه از نمونه
 اخیرا در ].4 [گرد است  فروشنده دورهی مسئله،سه بعدی

ای از اجرام سماوی، سبرداری ماهوارهعلوم ژنتیک، عک

 شده است از این مسئله استفاده نیز و غیرهDNAمطالعات 
 یمسئلهیکی دیگر از کاربردهای مرتبط با آن در  .]5[

.  استهای توزیع کالاتشرک ی نقلیهیمسیریابی وسیله
های لبنی را در نظر  وردهآبرای مثال یک شرکت پخش فر

 m نه حمل و نقل کالای خود را بهابگیرید که باید روز

کمک مسئله ن بهاتو می. انجام دهد ن مختلف یک شهرامک
 mنه و ایناشده بین کارخ مسافت طی،گرد فروشنده دوره

- کار توزیع را با کمیا رسانید،ن را به حداقل ممکن ا مک
 با کاهش ،ترتیببدین . نقلیه انجام دادیترین تعداد وسیله

یابد و در  حمل و نقل، بازدهی کار افزایش میهای  هزینه
 کاهش ایجاد ، آلودگی هوا و حجم ترافیک،مصرف سوخت

  یک طرفه بودن برخیدلیلهدر این گونه مسائل ب. شود می
 مسیرها و یا تفاوت حجم ترافیک در دو جهت یک از

 لذا ؛مسئله ما یک مسئله نامتقارن است ،ن دو طرفهاخیاب
 کاربردی هم این مسئله یهری از جنب نظیهجنب ربعلاوه

 .حائز اهمیت است
 

 تاریخچه
چاپ  به نا در کتابی که در آلم)1932(در اوایل سال     

. ه است اشاره شدگرد دوره ه فروشندمسئله به ،رسید
 ه فروشندمسئله )1948( در سال  (Rand) شرکت رند
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شهرت این شرکت در اروپا سبب  کرد و  را معرفیگرد دوره
 پس از .]6 [شود  مشهور،گرد دوره ه فروشندمسئله ،شد
را  مندعلاقه  ذهن محققین،ها در طول سالمسئله این ،آن
 ،حالبهکه تا طوریبه ؛خود معطوف داشته استبه

چاپ رسیده  به ،مسئله حل این یباره های زیادی در مقاله
 .]2،1[ است

 با  عمده جهتدو از "متقارنگرد  فروشنده دوره" مسئله
 اولاً.  متفاوت است"متقارنناگرد  فروشنده دوره" مسئله
 نصف ،گرد متقارن  فروشنده دورهمسئله برای  رایانهحافظه
گرد نامتقارن   فروشنده دورهمسئله  لازم براییحافظه
کردن بهینه ،نامتقارنکه در مسائل  اینتفاوت دیگر. است

ی ها تمامی نمونه. ]1[ تر است  مشکل،زدنو تقریب
 ]7و8[ ک اطلاعاتیناهای موجود در ب تصادفی و نمونه

TSPLIB   گرد متقارن با   فروشنده دورهمسئلهدر مورد
 CONCORDE افزار تر، از طریق نرم شهر یا کم1000

 اما تعداد زیادی از مسائل فروشنده .شود  بهینه می]9و10[
 حل ،افزار  شهر با این نرم316گرد نامتقارن با  دوره
های واقعی وجود دارند که هیچ  علاوه نمونه به. شود نمی

 جوابی  که قادر نیستند،ی ابتکاری موجودهایک از روش
 .]1[  پیدا کنندآنجواب بهینه برای  بهنزدیک 

 مسئلهمطالعات تجربی در زمینه " ]1[ به نظر جانسون
تا . است یافته کمی توسعه ،گرد نامتقارن فروشنده دوره

ی ها ای که طیف وسیعی از روش دهکنون مطالعات گستر
بر گرد نامتقارن را در  فروشنده دورهمسئلهابتکاری حل 
شده انجام تا کنون چهآن .نشده استانجام ،داشته باشد

و  TSPLIB های مستخرج از  نمونهیتر بر پایه بیش،است
.  نبوده است"بردیرکا" ناهای تصادفی بوده که چند نمونه

 آنگرد متقارن که برای  ده دوره فروشنیمسئلهبر خلاف 
 مسئله منبعی قابل اعتماد برای ؛ منابع زیادی وجود دارد

. گرد نامتقارن معرفی نشده است فروشنده دوره
 مسئلهه اخیراً مطالعه جامعی در خصوص این ناخوشبخت

 ."]12،11[ت اس گرفته انجام
 

 گرد  دورهههای حل مسئله فروشند روش
 های دقیق و ابتکاری  روشدو دستهطورکلی از به         

 :شود اده میفگرد است  دورهه فروشندیبرای حل مسئله
 

    گرد  دورهه فروشندیهای دقیق حل مسئله روش
  جواب ، این مزیت را دارند که در نهایت،ها این روش       

  این است هااما یکی از معایب آن. دنده میتدسهببهینه را 
در نظر گرفتن تمام  به مجبور ، بهینهکه برای یافتن جواب

 در مورد مسائل این امر. هستند های قابل قبول مجموعه
 است غیر عملی ، موارد ازگیر و در بسیاری بزرگ وقت

بهینه را در اختیار  های  جواب،اما در ابعاد کوچک. ]13[
ی دقیق برای حل مسئله ها روشاز جمله . دهند قرار می
،  شمارش کامل :های روشن اوت گرد می  دورههفروشند

 Little) و ایستمن ی لیتلها ل روشمث  4ناشاخه و کر

and Eastman)،14-16[ را نام برد  5ریزی پویا  و برنامه.[ 
 با استفاده از روش شاخه و )معیارمرحع یا ( 6 محکمسائل

 .]13 [اند حل شده ،کران با صرف وقت بسیار زیاد
 

  گرد  دورههندهای ابتکاری حل مسئله فروش روش
 تعداد شهرهایگرد با افزایش   دورههدر مسئله فروشند     

های دقیق جواب بهینه را در زمان قابل  حل مسئله، راه
های  حل راهاز  ،در این گونه موارد. کنندنمیارائهقبول 

 دو ،های ابتکاری روش. شود  میاستفاده ،ابتکاری مناسب
کمک  بهیه  ایجاد تور اول اول، بخش:بخش دارند

 روش، 7هترین شهر دیدارنشدروش نزدیکمثل  ییها روش
 و غیره روش ابتکاری ایجاد سیکل، 8بینانهکوته حریصانه یا

 که  استی بهبود تورها روشدوم، بخش  .باشد می]1و2[
سازی  سرد شدن شبیهروش  ،]17[ 9ژنتیک روششامل 

 روش، ]19 [11 جامعه مورچگانروش، ] 18 [10شده
کمان kی حذفهاروش، ]20 [12منوعجستجوی م
  (k-opt)] 13 [هابجای آن کمان جدیدkموجود و ورود

 ].21-23 [باشدمی  جستجوی محلی تکراریروشو 
 

 گرد دوره ه فروشندیمسئلهمدل ریاضی 
 است و n  تعداد کل شهرهاکنیدفرض     

ijC  هزینه
باشد ام jشهر بهام iرفتن از شهر) زمانفاصله یا (

هنا متغیرهای دوگهمچنین
ijX به شرح ذیل تعریف شده-

 :باشند
رويم   1 هر   ب ه  ش هر   ب ر از ش اگ
ورت  0 ير اينص  در غ

j i
Xij =





 

 
i, یها دیسنا با این شرط که مسئلهن  مدل خطی ای j 

  ].16[ است  ذیلصورتبه ،برابر نباشند
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  ازهاآن که در ییها دسته محدودیت آندر این مدل 

U ر، از ایجاد هر نوع زیرتو، استشدههها استفاد 
 بهام i از شهر ابتدابرای مثال اگر. کنند یجلوگیری م

 :داشته باشیم بایست  میبرویمام jشهر
1 1

1

U U n ni j

U Ui j

− + × ≤ −

⇓

− ≤ −

 

1j خواهیم داشت  درنتیجهکه iU U−  بازگشت لذا ≤
 بهام jشهر از  اگرحال .شود غیرممکن میiبهjاز

 به بازگشت امkشهر از گاهآن ام برویمkشهر
 :یمکه دار چوناست غیرممکننیز ام j وامiهایشهر

1, 1U U U Ui j j k− ≤ − − ≤ − 
:  داشت خواهیم،که با جمع این دو نامعادله

2U Ui k− ≤   :لذا داریم و−

1, 2U U U Uj ik k− ≥ − ≥ 
و ام jشهر  بهام kشهرکه این مقادیر مثبت رفتن از 

. کنند ام را غیر ممکن میiشهر بهام kشهراز رفتن 
 ]1[مرجع  به ،مسئلهی دیگر این ها برای دیدن برخی مدل

 .مراجعه نمایید
 

 یمسئله برای حل پیشنهادیالگوریتم 
 گرد دوره هفروشند

دارد که  سه زیر بخش عمده ،یالگوریتم پیشنهاد          
  ایجاد یک تور اولیه،سازی ماتریس هزینه  نرمال:عبارتند از

برای  .تور بهبود و جستجو برای دهشنرمالماتریس از 
  عددی هایدرک بهتر مطالب ذیل، دیدن مثال

 .نمائیم را توصیه می)1( و )2(های پیوست
 

 سازی ماتریس هزینه نرمال
. گیریداره در نظر ب را دو ب2 در بخش دهشمدل ارائه      

 "زیرتور"که از ایجاد  هایی و محدودیتها Uبا حذف 
 به مدل یک مسئله کنند، مدل مذکورجلوگیری می

 ییم که مدل مسئلهگویلذا می. ودشتخصیص تبدیل می
 همسئله فروشند 13شده سازی یک مدل آزاد،تخصیص

 Z را هزینه تخصیص بهینه و Z*لذا اگر .است گرد دوره
را هزینه هر تور آن فرض کنیم، داریم 

* , 0Z Z α α= +  ، تخصیصهزینه مقدار کمینه سپ. ≤
 ه فروشندیمسئلهتابع هدف  برای پایینهمواره یک کران 

 ی هزینهیسر را ماتCما ابتدا ماتریس لذا .  استگرد دوره
 در نظر گرفته و آن را به روش ، تخصیصیمسئله

ین خوب برای کنیم تا یک کران پایمجارستانی حل می
روش  ماتریس نهاییما . یاوریمبدستهب ،اندازه تور

 C نامیم و آنرا با میشدهلنرماماتریس  را نیامجارست
 ، در این مقالهشدههدر روش ابتکاری ارائدهیم و نشان می

ij ممکن است .کنیم استفاده میآن  از ikC C<باشد 

  کهدرصورتی 
ijik CC  نظری دیگر، بهیا  .باشدمی >

 بهiتر از مسافت مطلقکم j بهi مسافت مطلق

kشدهنرمالهای  هزینه بهبا توجه  باشد اما بهتر است 
 به j  شهر بهبجای رفتن i از شهر،برای ساختن تور

 .برویمkشهر
ریس ماتدر ارتباط با  ناقابل بیرخی مشاهدات کلی ب 

 : عبارتند ازشده نرمال یههزین
 یکه کمینه است تخصیص ی مسئله یک جواب،هر تور •

)1( 
 
 
)2( 
 
)3( 
 
)4( 
 
)5( 
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 پایین تخصیص همواره یک کران یمسئله یهزینه
 .  آن استبرای

نه نباشد اممکن است یگ ،شدهنرمال یههزینماتریس  •
برای .  اثری بر مشاهدات ما ندارد، آننه نبودنااما یگ
 ممکن است ابتدا تفریق ،انی در روش مجارستمثال

 اجرا و سپس تفریق سطری را  دهیمستونی را انجام
 نهایت ممکن است ماتریس  که در؛عکسبر یا کنیم
 .متفاوت باشد ،شدهنرمال

صفر را شده نرمالهای  هزینه C صفر در هایدرایه •
دلیل آن این است که اگر ما از آن  .دهند ن میانش

ای فراتر از   استفاده کنیم، هزینه،ر ایجاد تورصفرها د
 .را نخواهیم داشتمسئله تخصیص کمینه هزینه 

 حل مسئله تخصیص، یک تور را ،طور تصادفیهاگر ب •
  صفرهایدرایهاربردن بکنتیجه دهد و یا فقط با 

 آن تور، صورت دراینکردایجاد  یک تور نا بتوCدر
 .استگرد   دورههای مسئله فروشندیک تور بهینه بر

0αصورت که دراینچون  . است=

را  C  صفرهایدرایهاگر ساختن یک تور که فقط  •
طور قطع هصورت بدراینممکن باشد، غیر اربردبک

 کمینه هزینه تر از مقدار بزرگ،هزینه یک تور بهینه
در این حالت یک تور . ود خواهد بمسئله تخصیص

 شدهنرمالهای  بهینه، توری است که مجموع هزینه
ن تمام تورهای ا در می، غیر صفر در آنهایدرایه

که ، توری بهینه استبیان دیگر به.ممکن حداقل باشد
 . آن حداقل باشدαمقدار 

 
  یک تور اولیهساخت

 یک ،مدل مسئله تخصیص طور که بیان شدهمان      
اما .  استگرد مسئله فروشنده دورهشده  مدل آزادسازی

  حمل و نقلمسئله یک مدل  خود،مدل مسئله تخصیص
 واحد 1جا ، همه مقدار عرضه و تقاضا،ست که در آننیز ه
 حمل و نقل، برای بدست آوردن یک مسئله در .است

 یا "وگل"توان از روش  می،جواب پایِه شدنی خوب
ما برای ایجاد یک ]. 16[ استفاده کرد ،(Vogel) "وگلف"
 .ایم، الهام گرفته"وگل" از روش ،ور خوبت

 :  عبارتند از،بخش این زیریها گام
  تا ماتریسنمودهسازی   را نرمال Cماتریس تخصیص) 1

C ترین تعداد  از سطر یا ستونی که کم اگر.آید ستبد

 C  صفرهای با استفاده ازع کرده و شرو،صفر را داراست
 ، لذا الگوریتم. این تور بهینه استیم یک تور بسازیم،نابتو

، 358، 323ما برای مسائل . پذیرد  میناا پایج همین
 به موفق ، شهری از مجموعه مسائل نامتقارن443و 403

- برای بزرگ،آمدهدسته تور ب کهایجاد تور بهینه شدیم
 . استآمده )3( پیوست در هاآنین تر
  .گیریم  را تهی در نظر می)تور( جواب یهمجموع) 2
  از بین ،دهنادر هر سطر و ستون ماتریس باقیم) 3

 را درایه ترین اختلاف دو کوچکهای حذف نشده،درایه
 .کنیم محاسبه می

ترین  بیشهاآنیی که این اختلاف در هانسطر و ستو) 4
 در نظر "انتخاب" یه مجموعناعنوبه ،مقدار است

 .گیریم می
طور به یکی را ،انتخاب یه بین عضوهای مجموعاز) 5

 .گزینیماه برمیتصادفی یا دلخو
 درایهترین  کوچک، شدهانتخابدر سطر یا ستون ) 6

),( کمان. نامیم میijC   راحذف نشده ji یکی از  
که اگر ست  اکار ایندلیل این تور ما خواهد بود، یهاکمان
 ijC  در ادامه ندهیم وانجام این تخصیص را ،اکنونهم

 در این سطر  را شهر دیگری باید ما.شود انتخابغیر قابل 
 بالایی ی ههزین  ممکن است مجبور شویم که کنیمانتخاب

را از مجموعه  j  ام و ستونiحال سطر. زیمپرداب
  .کنیمیها خارج م گزینه

بایست از باز گشت  تور میبرای جلوگیری از ایجاد زیر) 7
شده بجز در موردی که اینکار سبب دیدارهر شهر  به

 مسدودباز گشت (شود  جلوگیری ،شود  تور میشدنکامل
 :شود ذیل اجرا لذا باید یکی از موارد) شود
 جواب ی همجموعدر  j وi  هیچیک از شهرهای)الف

ij نیستند در این حالت)  شدهانتخابشهرهای ( را →
  .کنیم  میمسدود

در j جواب است ولی شهری همجموعدر  i شهر)ب
 :ای وجود دارد کهk  یعنی؛ جواب نیستیهمجموع

 iks →→→Kدرحالی که m ای که mj → 
jدر این حالت  باید. یستموجود ن s→ مسدود را 
ji :برای مثال. نماییم →→→  در این حالت 25

5→j  کنیم می مسدودرا. 
در i جواب است ولی شهریهمجموعدر  j  شهر)ج

 ای وجود دارد کهk  جواب نیست یعنییهمجموع
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tkj →→→ Kو m ای که im وجود    →
it در این حالت باید. ندارد برای .  نماییممسدودرا  →
32  :مثال →→→ ji  در این حالت i→3 را 

 .کنیم  میمسدود
  جواب هستند یعنییهدر مجموعjوi هر دو شهر)د

kو m  کهukj →→→ K و 

 imv →→→Kدر این حالت باید. وجود دارند 

vu  :برای مثال. م نماییمسدودرا →

7 3 , 4i j→ → 74 در این حالت→  مسدودرا  →
 .کنیم می
 تر از جواب کمیههای مجموع  کمانکه تعداد یصورتدر )8

1−n  )که n می3 گام بهباشد ) تعداد شهرها است -
 تنها گزینه انتخاب پس از ،تصوردر غیر این رویم و
  این توراندازه د فرض کنی.شودمیکامل یک تور ،دهناباقیم

Z کنید  را اجرا بعدیبخش این تور را ذخیره و . است. 
 

 تور جستجو برای بهبود
 یک ،شود  میبخش معرفیکه در اینییروش ابتکار    

یک یا چند شهر  تغییر مکان .است "ر توبهبود"روش 
 تغییر بخش  در اینما.  شودممکن است سبب بهبود تور 

برای درک   .هیمدمی قرار بررسی مورد شهر را3 تا 1مکان 
را  "2" های عددی پیوستمثالدیدن بهتر این بخش، 

 .نمائیمتوصیه می
 

 تغییر مکان یک شهر در تور
 شده سازینرمالبا یک نگاه به ماتریس هزینه 

 تخصیص یافته به تور در درایهگرد و  شنده دوره فرومسئله
 ،سطر یا سطرهاییچه توان دریافت که در  هر سطر می

با . نیست) صفر ( آن سطر حداقل، تخصیص یافتهدرایه
 درایهتر از  کمدرایهتخصیص انتخاب یکی از آن سطرها و 

تخصیص یافته فعلی در آن سطر ممکن است طول تور 
 ازتر  کمهایدرایه تمام  انتخابیسطر لذا در. بهبود یابد

شوند، تا مشخص شود که   بررسی می، تخصیص یافتهدرایه
 یابد یا خیر؟  ها طول تور بهبود میبا تخصیص آن

ی انتخابصورت است که در سطر روش انجام کار بدین
 تخصیص یافته فعلی از تخصیص خارج شده و یک درایه
 ،با انجام این کار. شود تر تخصیص داده  با هزینه کمدرایه

سه یال از تور حذف شده و سه یال جدید به تور افزوده 

شود که آیا مجموع برآیند  ، در اینجا بررسی میشود می
 مقرون به صرفه است یا خیر؟ اگر مجموع ،این شش تغییر

برآیند این تغییرات به کاهش طول تور منجر شود، این 
ها رت از انجام آنصو گیرد و در غیر این تغییرات انجام می

ام k درایهام iمثلا اگر در سطر . شود صرف نظر می
 آن حداقل ،ن سطردر آ درایهتخصیـص یافته باشد و این 

وجود داشته باشد ام j درایه مانند ایدرایه نباشد و سطر
ij :که ikC C<  با تخصیص ممکن استاست، در اینجا 

بنابراین . طول تور کاهش یابدام iدر سطر ام j درایه
را به آن ام j درایهرا از تور حذف کرده و ام k درایه
ام jبه شهر ام iتر از شهر  یا به عبارت ساده. افزاییم می
 . رویم می

hاگر مسیرهای  i k→ s و  → j r→  دو تکه →
  j بـه شهر iاز تور فعلی باشند، برای رفتـن  از شهر 

 در حالت اول کمان. باید دو حالت را در نظر بگیریم

j i→  که داریم  یعنی این. کمانی از تور فعلی است
s j i k→ → صورت برای جلوگیری از که دراین →

 را از مکانش در تور فعلی حذف کرده iایجاد زیرتور باید 
j در حالت دوم کمان.  درج کنیمjو قبل از  i→ 

ـه دو صورت بدر این حالت . کمانی از تور فعلی نیست
اش   را از مکان فعلیj یکی اینکه :تـوان اقـدام نمود می

 درج کنیم که iدر تور جاری برداشته و بعد از 
hمسیرهـای فوق به صورت  i j k→ →   و →

s r→آید و دیگری اینکه  درمیi را از مکانش در تور 
 درج کنیم که با این تغییر jفعلی حذف کرده و قبل از 

s:  داریم i j r→ → hو → k→. 
sدر مورد اول یالهای  r→ ،j k→و i j→  به 

s تور اضافه شده و یالهای  j→ ،j r→و i k→ 
در مـورد دوم یالـهـای اضافـه . انـد از تـور حـذف شـده
sشده عبـارتنـد از  i→ ،h k→و i j→ و 

s  یالـهـای  j→ ،j r→و i k→ یالهای حذف 
 . شده هستند

 
 تغییر مکان دو شهر در تور

 نامتقارن محک با مسائل تغییر مکان یک شهر در تور    
آزمون شد، هرچند که کاهش صورت گرفته نسبت به 

بهینه طول تور اولیه خوب بودند اما نسبت به طول تور 
شد تا دامنه  رضایت بخش نبودند، لذا تصمیم گرفته
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 تغییرات دوتایی  تغییرات را با همین ایده به بررسی
 .گسترش دهیم

-هائیسطراز بین شود که  این روش بدین شرح انجام می 
 یک  نباشد آن سطر حداقلاش  تخصیص یافتهدرایهکه 

 تخصیص درایهتر از  کوچکدرایهسطر را انتخاب و یک 
 تخصیص درایه و گزینیم   آن سطر برمی را دراش یافته

تر را پیدا  کوچکدرایه  اینیافته در ستون متعلق به
سطر   در تخصیص یافته،هایدرایهحال این کنیم،  می

دو رأس متقابل  ،تر کوچکدرایهانتخابی و ستون  
باتعیین دو رأس . تخصیص یافته از یک چهارگوش هستند

 یک برروی قطر  ارگوش چنانچه هیچمتقابل دیگر این چه
 )گزینیم دیگری را برمی درایهچنانچه باشد (اصلی نباشد 
ها را عوض  کنیم که اگر جای این تخصیص بررسی می

 تخصیص یافته را از حالت تخصیص درایهکنیم ـ یعنی دو 
 تخصیص نیافته را به تخصیص اضافه درایهخارج و دو 

 یا خیر؟ اگر این تغییرات یابد کنیم ـ هزینه تور بهبود می 
کنیم، در  ها را اعمال میبه بهبود طول تور کمک کند، آن

 .پوشیم ها چشم میصورت از اعمال آنغیر این
صورت اگر ترتیب مسافرت در تور جاری به

h i k t→ → تر از مقدار  کمijC  باشد و مقدار→

ikC در سطر تخصیص هزینه کهi  و است، باشد 
s صورت بهjتخصیص در ستون  j r→ باشد →

 به  sشهر و از  j به شهر iصورت اگر از شهر ایندر
شود،  تر  کمتور هزینه کل  دارد برویم، احتمالkشهر 
 در j و kتور جدید از تغییر مکان دو شهر صورت دراین

 برای انجام این کار ابتدا قرار. آید تور فعلی بدست می
h :دهید i j t→ →   پس از اجرای آن قرار دهیدو→

s k r→ → . 
شود  میخارج کنیم که چهار یال از تور فعلی  مشاهده می

شود،   میواردو به جای این چهار یال، چهار یال جدید 
. آید پس تور جدید با اعمال این هشت تغییر بوجود می

برآیند این هشت تغییر را محاسبه حال باید مجموع 
های تور فعلی منجر  نماییم، اگر این کار به کاهش هزینه

 صورتکنیم و در غیر این شود، تغییرات را در تور درج می
 .رویم  می دیگری درایهتغییر تور به سراغ بدون 

 
  شهر در تورسهتغییر مکان 

کرد که اگر  جلب نظر می ها این نکته در ادامه بررسی    

تعداد سطرهای بررسی افزایش داده شود ممکن است روند 
در تغییر مکان یک شهر در یک ترتیب . بهبودها ادامه یابد

فقط یک سطر بررسی شد و در حرکات دوتایی، دو سطر 
ها به سه سطر  در اینجا بررسی. مورد بررسی قرار گرفت

 .شود داده می افزایش 
ها انیم دو سطری را که تخصیص آنتو یما همزمان م

ها حداقل هزینه را  ندارند انتخاب و در هر یک از آن
تر از هزینه تخصیص آنرا برای شهری با هزینه کوچک
 .ورود به تور انتخاب کنیم

 ورودی به تور درایهتوجه کنید که با مشخص شدن هر  
 باید حذف درایهدو تخصیص واقع در سطر و ستون آن 

 درایه ورودی  به تور دو درایه اگر به ازای دو حال. شوند
گاه ما یک تغییر دو سطری را که  خروجی داشته باشیم آن

-در بخش قبل بحث شد باید اجرا کنیم و در غیر این
توانند سه سطری و یا چهار سطری  صورت تغییرات می

ما در این تحقیق مواردی را که تغییرات سه سطری . باشد
صورت که در سطر اول بدین. ایم جرا کردهاند را نیز ا بوده

-درایه را به تخصیص وارد کرده و ترکوچک درایهبررسی 
را از  ورودی درایهدر سطر و ستون  تخصیص یافته های

-درایهدر سطر دوم بررسی نیز . نمائیم میتخصیص خارج 
 تخصیص هایدرایهبه تخصیص وارد کرده و  را تر کمای

 .نمائیم میرا از تخصیص خارج در سطر و ستون آنیافته 
 دیگر باید به تخصیص اضافه شود که درایهیک حال اگر 

ی است که خروجی داشته ولی سطر و ستوندر تقاطع  
 به خودی خود به تخصیص اضافه درایه این .اردورودی ند

 .یستشود و انتخاب آن در اختیار ما ن می
 ارجخ چهار یال از تور تغییرات سه سطریبا انجام این 

شود که مجموعا  شده و چهار یال جدید به آن اضافه می
حال  طبق روال سابق . شود هشت تغییر در تور اعمال می

اگر برآیند . کنیم برآیند این هشت تغییر را محاسبه می
ها را اعمال ها به کاهش طول تور منجر شود آنآن
ها صرفنظر صورت از اعمال آنکنیم و در غیر این می
 .کنیم می

 فروشنده مسئلهسه دسته تغییراتی که بر تور یک 
طور کامل تشریح  بهه استگرد نامتقارن اعمال شد دوره

شد؛ روش پیشنهادی مرکب از اعمال این سه دسته 
ابتکاری ، یعنی یک تور اولیه به کمک روش استتغییرات 

ایجاد نموده و سپس با اعمال این سه دسته تغییرات 
 .شده استبهبود داده 
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 این سه دسته  تکراریزان بهبود به ترتیب و تعدادم
تغییرات بستگی دارد، یعنی اینکه اگر ابتدا تغییر مکان 
یک شهر در یک ترتیب بررسی شود و سپس حرکات 

تایی اعمال شود، میزان  دوتایی و بعد از آن حرکات سه
تواند  ، میتغییرکندبهبود تور با وقتی که این ترتیب 

 . متفاوت باشد
 

 مایشات عددی و نتایج محاسباتیآز
و  تصادفی، بر روی دو دسته از مسائل پیشنهادیروش     

در این بخش کیفیت تورهای . شده است آزمایش محک
در . گیردتولیدی و زمان حل مسائل مورد بررسی قرار می

ای  مربوط به رایانهشده، گزارشزمان حل ،جداول ذیل
 .شخصی با مشخصات ریر است

 Pentium4 (Intel®  ،Celeron® CPU 2.00GHz  ،224 
MB of RAM)  

 مسائل تصادفیکیفیت تورهای تولیدی  -الف 
   شهری500 نامتقارن

مده از اجرای روش آدستبنتایج  )1( جدول        
نامتقارن  تصادفی مسائل از تعدادی را بر روی پیشنهادی

شود  نتیجه می جدولاین از  .دهد نشان می شهری500
 ،درصد/. 001 ، درصد از مسائل40در حد اکثر  خطا  :که

حد ،  درصد/. 004 درصد از مسائل، 50در حد اکثر  خطا 
حد اکثر   و درصد /. 4 درصد از مسائل، 90در اکثر  خطا 

-همان درصد است، /. 957 درصد از مسائل، 100در خطا 
 /. 187شود میانگین حداکثر خطا طور که ملاحظه می

 .درصد است
خطای روش میانگین درصد مقایسه . ،)2( دولج

مسائل تصادفی  روش ابتکاری دیگر را برای 6پیشنهادی و 
در این  جدول با مقایسه میانگین ]. 23[سازد ممکن می

 روش 6درصد خطای این روش با میانگین درصد خطای 
دیگر، کیفیت بسیار خوب تورهای تولیدی این روش برای 

 .شود آشکار می تصادفیمسائل
 

  نامتقارن محکمسائل کیفیت تورهای تولیدی -ب 
خطای روش میانگین درصد مقایسه   )3( جدول          

 محکمسائل  روش ابتکاری دیگر را برای 7پیشنهادی و 
 .سازدممکن مینامتقارن 

 
 .هری ش500نامتقارن  تصادفی مده از اجرای روش پیشنهادی برای تعدادی مسائلآدستبنتایج  :1 جدول

 
شماره 
 مسئله

 ماتریس  تصادفیاعداددامنه 
  هزینه

 حلزمان 
)ثانیه(  

اندازه بهترین تور 
 بدست آمده

اندازه تخصیص 
 بهینه 

حد اکثر  خطا 
)درصد(  

1 [1,100] 13 503 503 0.000 
2 [1,500] 41 1058 1054 0.380 
3 [1,1000] 31 1840 1837 0.163 
4 [1,10000] 55 13497 13369 0.957 
5 [1,100000] 45 56674 56609 0.115 
6 [101,500] 27 51000 50875 0.246 
7 [501,2500] 38 253310 253300 0.004 
8 [2501,10000] 31 1260342 1260332 0.001 
9 [10001,500000] 45 5056674 5056609 0.001 

10 [500001,1000000] 45 250056674 250056609 0.000 

خطاحد اکثر میانگین درصد   0.187 
 

                               
 .مسائل تصادفی برای  ابتکاری و روش پیشنهادی روش6 خطای میانگین درصد مقایسه: 2جدول 

 
COP 
(%) 

RPC 
(%) 

GKS 
(%) 

KSP
(%) 

RI 
(%) 

GR 
(%) 

 روشروش پیشنهادی

  درصد خطامیانگین 320.130.187 1467.38 3.11 3.09 106.65 1.88
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 . برروی مسائل محک و روش پیشنهادی نامتقرنگرددوره خطای برخی از روشهای ابتکاری مساله فروشندهمیزان  :3جدول 

 SG روش پیشنهادی
(%) 

COP 
(%) 

RPC 
(%) 

GKS 
(%) 

KSP 
(%) 

RI 
(%) 

GR 
(%) 

 خطا
 )درصد(

زمان 
 حل

 )ثانیه (

 مسئله نام شهرها تعداد
 محک

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 102.56 0.00 0.04 17 Br17 
2.71 15.68 18.64 12.31 12.99 24.82 80.84 0.00 0.46 53 Ft53 
0.68 1.90 5.89 2.84 1.88 9.32 14.84 0.13 0.83 70 Ft70 
0.00 9.49 21.62 8.09 13.14 11.82 31.34 0.00 0.12 34 Ftv33 
1.34 1.56 21.18 1.09 1.56 9.37 24.37 1.14 0.12 36 Ftv35 
1.10 3.59 25.69 1.05 1.56 10.20 14.48 9.20 0.13 39 Ftv38 
0.00 10.66 22.26 5.33 7.69 14.07 18.78 4.27 0.23 45 Ftv44 
0.34 8.73 28.72 1.69 3.04 12.16 11.88 0.89 0.13 48 Ftv47 
2.55 4.79 33.27 3.05 3.05 15.30 25.93 5.36 0.46 56 Ftv55 
0.92 1.96 29.09 2.61 3.81 18.49 25.77 0.81 0.59 65 Ftv64 
3.51 1.85 22.27 2.87 3.33 16.15 31.85 4.46 0.96 71 Ftv70 
3.51 7.72 29.75 5.31 3.52 24.22 43.40 0.11 3.56 101 Ftv100 
3.78 6.89 21.35 5.67 5.41 12.46 38.61 0.20 3.52 111 Ftv110 
3.86 6.51 19.25 5.12 7.62 25.62 44.60 1.28 4.33 121 Ftv120 
3.79 5.59 17.34 4.90 5.46 27.13 49.15 0.94 4.94 131 Ftv130 
3.62 5.99 23.84 4.67 4.46 24.17 45.91 1.35 5.44 141 Ftv140 
3.01 6.70 22.56 4.33 4.75 22.75 47.53 1.25 6.13 151 Ftv150 
3.07 2.87 22.77 1.49 1.71 28.62 36.64 3.52 7.36 161 Ftv160 
0.83 3.59 25.66 1.38 2.40 28.97 32.05 3.43 9.13 171 Ftv170 
5.37 8.79 23.06 8.69 16.95 12.17 21.01 2.45 2.80 100 Kro124p 
0.18 0.68 0.66 0.32 0.11 0.30 3.59 0.23 0.28 43 P43 
1.56 0.00 0.53 0.00 0.00 29.34 8.52 0.00 20.45 323 Rbg323 
0.60 0.26 2.32 0.00 0.00 42.48 7.74 0.00 22.25 358 Rbg358 
0.04 0.20 0.69 0.00 0.00 9.17 0.85 0.00 25.14 403 Rbg403 
0.55 0.00 0.00 0.00 0.00 10.48 0.92 0.00 26.30 443 Rbg443 
3.32 7.97 29.50 4.52 7.23 11.66 32.55 3.34 3.34 48 Ry48p 
 میانگین درصد خطا 1.71 30.62 17.36 1.934.7718.023.364.29

 
 درصد از مسائل 9/26در: شود که نتیجه می)3( جدولاز 

 درصد از مسائل 8/53تور بهینه بدست آمده است، در 
تر  درصد از مسائل خطا کم73 درصد، در 1تر از خطا کم

 3تر از  درصد از مسائل خطا کم9/76 درصد، در 2از 
 درصد و 4تر از  از مسائل خطا کم درصد6/84درصد، در 

.  درصد است5تر از  درصد از مسائل خطا کم3/92در 
 درصد 171/1شود، میانگین خطا طورکه ملاحظه میهمان
همچنین با مقایسه میانگین درصد خطای این روش . است

، کیفیت ]23[ روش دیگر 7با میانگین درصد خطای 
  محکمسائلخوب تورهای تولیدی این روش برای 

بهترین میانگین در مرجع مذکور، . شود آشکارمینامتقارن
آمده که برابر با بدست  GKS خطا با استفاده از روش

 KSP و COP  این میانگین در روشهای. استدرصد 36/3

با توجه .  استدرصد 27/4 و درصد 77/4به ترتیب برابر با 

 ،آمده در روش پیشنهادیبه این خطاها و نتایج بدست
شود که روش پیشنهادی از قدرت رقابتی  حظه میملا

 .خوبی برخوردار است
 

 ی تولیدی زمان تورها-ج 
 در مسائل تصادفیروش پیشنهادی، برای     زمان حل 

 برای  ثانیه و37 ثانیه با میانگین 55 ثانیه تا 13ی دامنه
 3/26 ثانیه تا 04/0ی دامنه در  نامتقارنمحکمسائل 

زمان حل ] 23[در مرجع .  ثانیه است7/5ثانیه با میانگین 
شده است که میانگین صورت نمودار دادهروشهای دیگر به

 ثانیه است و از 2تر از این زمان برای مسائل مذکور کم
اما . تر استروش پیشنهادی خیلی کممیانگین زمان حل 

چون کیفیت جوابهای روش پیشنهادی بهتر است این 
 . زمان اضافه قابل توجیه است
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 گیری نتیجه
 ساخت و بهبود تور یک روش ابتکاری    در این مقاله 

 در. استگرد نامتقارن ارائه گردیده مسئله فروشنده دوره
. استشده استفاده شده  ساخت تور از ماتریس نرمالروش

این روش برای برخی مسائل توری که یک تخصیص بهینه 
دن تور، با در صورت بهینه نبو.  استاست را تولید کرده

 آن ،اعمال تغییرات یک شهری، دو شهری و سه شهری
اجرای این روش بر روی مسائل . تور بهبود داده شده است

 و بر روی مسائل محک تورهای  تورها بسیار عالیتصادفی
زمان لازم برای بدست آوردن . استخوبی را ایجاد کرده 

. های دیگر بیشتر بوده استتور نهائی این روش از روش
این افزایش زمان، با توجه به بهتر بودن تورهای ایحاد 

  .شده، قابل توجیه است

 

  و قدردانیتشکر
    در اینجا از پیشنهادات بسیار سازنده و باارزش داوران 

رم ناشناس که موجب بهبود مقاله گردیده است، تمح
 .نماییمقدردانی می

 
 هاپیشنهاد

 روند سطرهای بررسی دبا توجه به اینکه با افزایش تعدا    
چهار شود که تغییرات  بهبودها ادامه یافت، پیشنهاد می

 شود، زیرا به احتمال زیاد این  بررسیو بالاترسطری 
 .کندمی تر تغییرات ما را به تور بهینه نزدیک
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 های انگلیسی به ترتیب استفاده در متنواژه

1 - Circuit Board Printing 
2 - Job Scheduling 
3 - Job Sequencing 
4 - Branch and Bound 
5 - Dynamic Programming 
6 - Benchmark Problems 
7 - Nearest Neighbor 
8 - Greedy 
9 - Genetic Algorithm 
10 - Simulated Annealing 
11 - Ant Colony 
12 - Tabu Search 
13 - Relaxed Problem 

 هاپیوست
سازی شده و مثال کامل لماتریس نرما. 1پیوست 

 ساخت تور
ایـن  . ، مـاتریس هزینـه تخصـیص اسـت        Cفرض کنیـد    
 2Cهـا را    دارد؛ آن سازی شده    نرمال ماتریسماتریس، دو   

 اسـت و    12مقدار کمینه هزینه تخصیص     . نامیم  می 1Cو  

1ijX، متغیرهای   +0های  درایه . دهنـد را نشان می   =

id   تـرین درایـه در سـطر        ، اختلاف دو کوچکi   و jd ،
با اجرای  .  است jترین درایه در ستون     دو کوچک  اختلاف
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، که جزئیات کامل آن در زیر       1Cروش پیشنهادی بر روی   
1 اســت، تــور آمــده 2 4 3 1→ → →  13 بــا هزینــه →

بـا  . این یک تـور بهینـه ایـن مسـئله اسـت           . شودتولید می 

 تـور بهینـه     همان نیز   2Cاجرای روش پیشنهادی بر روی    
 .شودتولید می

( )

( )

( )

0 4 2 0 5 01 4 3
3 4 6 0 0 1 0 2 0

,1 24 7 8 0 1 0 1 3 0
6 4 2 5 1 0 3 0 0

0 1 0 1 5 0 1 1

112 0 4 20 4 2
1 0 10 0 0 1 , ,1 1 10 0 1 00 0 1 0

251 5 1 0 5 1 0

M MM
M M M

C C C
M M M

M M M

d d dj j j
Md d di i i

MM
M MMC C C

MM
M M

+ +

+ +
= → = =+ +

+ +

− − −

−

= =

    
    
    
            

  
  
  
     

% % %

10 4 2
1 0 1
1 0 1

25 1 0

1

11 0 4 20 4 2
40 11 0 1

,31 1 30 1 0 1
2 25 1 0 5 1 0

M
M M

M M

M

d j
di

MM
M M M M

C C
M M M M

M M

−

=

−

− − −

−

= =
−
−

 
 
 
 
 

  
  
  
  
    

% % 

 
 های بهبود تورمثال. 2پیوست 

 
   در تورتغییر مکان یک شهر. 1مثال 

.  شهری با ماتریس هزینه ذیل موجود است5یک مسئله 
تور فعلی ، 35  با هزینه 1-2-5-4-3-1 تورشود فرض

 در ماتریس مذکور مشخص "*"است، این تور با علامت 
- کم4شود که در سطر اول، هزینه  ملاحظه می. استشده

ترین هزینه بیشدر سطر دوم ولی . ترین هزینه است
 4 و 3 و 1، پس هر کدام از شهرهای ریمتخصیص را دا

 را 3 شهر دلخواهاگر به . باشند کاندیدای ورود به تور می
طورکه گفته شد، برای ورود به تور انتخاب کنیم، همان

. الف: توانیم این تغییر را به دو صورت در تور درج کنیم یم
 انجام داد 2 بعد از شهر 3وان این کار را با درج شهر ت می

 با هزینه 1-2-3-5-4-1صورت تور به شکل اینکه در
درصورت درج . ب.  که یک تور بهینه استآید ، در می25

یابد که   نیز این خواسته تحقق می3 قبل از شهر 2شهر 
 در 38 با هزینه 1-5-4-2-3-1صورت تور به شکل دراین
با توجه به طول تور در هر دو مورد، تور اول . آید می

نی تغییرات به شکل الف در تور درج شود یع برگزیده می
، "+"، کمان خروجی از تور و اندیس "-"اندیس . شود می

 .کمان ورودی به تور است

 
* *4 8 6 8 4 8 6 8

*5 7 11 13 5 7 11 13
* 11 6 8 411 6 8 4

* 5 7 2 25 7 2 2
** 10 9 7 510 9 7 5

M M

M M
C MM

MM

MM

+ −

− += ⇒
+ −

   
   
   
   
   
     

 

 1ماتریس مربوط به مثال 
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   شهر در توردوتغییر مکان . 2مثال 
.  را دو باره در نظر بگیرید1 مثال در شدههارائ ماتریس

، تور فعلی 35 با هزینه 1-2-5-4-3-1 تور کنیدفرض
شود که در سطر دوم،  هزینه درایه  است، مشاهده می

درایه یک پس . باشد تخصیص داده شده حداقل نمی
تر از درایه تخصیص داده شده را به عنوان وچکک

 اگر در بین . گیریم کاندیدای ورود به تور در نظر می
ا به برای ورود به تور  ر3 این سطر، درایه ستون هایدرایه

دو گوشه تخصیص " 43C  و 25Cانتخاب کنیم انگاه 
، از یک چهارگوش 3 و ستون 2  فعلی، در سطر "یافته

دو گوشه متقابل دیگر چهارگوش مربوطه . باشند می
حال در این چهارگوش  جای . 45C  و 23Cعبارتند از 

اگر با اعمال این تغییرات، . کنیم تخصیص ها را تعویض می
ماند و هزینه تور  نیز کاهش یابد، ر باقی بجواب یک تو

ها صورت از اعمال آنکنیم، در غیر این ها را اعمال میآن
 .کنیم صرف نظر می

 است، 31هزینه  با 1-2-3-4-5-1حاصل این تغییرات تور
چون طول تور کاهش یافته است پس این تغییرات را 

.باشد ماتریس زیر گویای این تغییرات می. کنیم اعمال می

* *4 8 6 8 4 8 6 8
*5 7 11 13 5 7 11 13

*11 6 8 4 11 6 8 4
* 5 7 2 25 7 2 2

* 10 9 7 510 9 7 5

M M

M M
C M M

MM

MM

+ −

− += ⇒
− +

+

   
   
   
   
   
     

 

2ماتریس مربوط به مثال   

 
، طول تور بین  در مسائل مذکوربا اعمال این بهبود

درصد  درصد کاهش یافت و میانگین 92/34درصد تا /. 69
  . افزایش یافت1/16 بهبهبودها 

 
   شهر در تورسهتغییر مکان . 3مثال 

 را در نظر 1اگر ماتریس هزینه داده شده در مثال 
 تور فعلی ما 35 با هزینه 1-2-5-4-3-1بگیریم و تور 

هزینه  و سوم، شود که در سطر دوم باشد، مشاهده می
طر  سترین درایه آنیافته هر سطر، کمدرایه تخصیص

 تر از درایه تخصیص داده شدههای کم پس درایه.نیست
 را به عنوان کاندیدای ورود به تور در نظر هر سطر

 و 1 سطر دو، درایه ستون هایدرایه اگر در بین .گیریم می
 آنرا برای ورود 2 سطر سه، درایه ستون هایدرایهدر بین 

  و1به تور انتخاب کنیم، باید تخصیص های واقع بر سطر 

 و ستون 3 وهمچنین  سطر 5 و ستون 2؛ سطر 2ستون 
حال برای قابل قبول ماندن تور .  از تخصیص خارج شوند1

 را نیز به تور وارد 5 و ستون 1باید درایه واقع بر سطر 
 در 5 و ستون 1توجه شود که  درایه واقع بر سطر . کنیم

تقاطع سطر و ستونی است که خروجی از تور دارند ولی 
این تغییرات، جواب یک اگر با اعمال . ه آنرا ندارندورودی ب

ها را اعمال ماند و هزینه تور  نیز کاهش یابد، آنتور باقی ب
ها صرف نظر صورت از اعمال آنکنیم، در غیر این می
شود که با انجام  ایـن تغییرات،  مشاهده می. کنیم می

یابد؛  جواب یک تور است و هزینه تور نیز کاهش می
 26 با هزینه 1-5-4-3-2-1این تغییرات تور حاصل 

.ماتریس زیر گویای این تغییرات می باشد. است

*4 8 6 8 4 8 6 8
* 5 7 11 135 7 11 13

* 11 6 8 411 6 8 4
** 5 7 2 25 7 2 2

** 10 9 7 510 9 7 5
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 مسائل معیار نامتقارن شهر از 443با rbg443 ی یک تور بهینه برای مسئله. 3پیوست 
 

1, 206, 33, 60, 436, 434, 429, 427, 433, 410, 411, 384, 398, 356, 364, 11,  8,  9, 84, 52, 110,  108, 332, 349, 361, 
227, 277, 213, 223, 260, 122, 175, 99, 6, 7, 66, 26, 31, 34, 59, 128, 55,  234, 286, 220, 231, 41, 68, 15, 440, 442, 
438, 437, 435, 415, 403, 407, 390, 382, 397, 406,  408, 409, 441, 394, 392, 402, 381, 379, 388, 186, 179, 210, 
96, 156, 109, 164, 154, 153,  12 198, 141, 190, 87, 126, 53, 115, 167, 125, 123, 178, 209, 25, 143, 98, 89, 148, 
78, 135, 252,  240, 293, 250, 238, 290, 330, 118, 171, 113, 111, 165, 88, 70, 131, 181, 65, 130, 142, 191,  105, 
103, 161, 85, 56, 116, 35, 376, 375, 369, 359, 367, 383, 193, 192, 214, 82, 40, 67, 45,  416, 417, 418, 391, 401, 
216, 224, 339, 357, 241, 296, 336, 313, 305, 341, 360, 422, 421,  112, 166, 420, 358, 259, 246, 297, 169, 203, 
177, 176, 205, 218, 90, 151, 77, 30, 54, 28, 39,  373, 439, 443, 424, 431, 419, 413, 412, 423, 430, 426, 425, 432, 
414, 396, 404, 366, 378,  320, 346, 247, 298, 235, 288, 255, 254, 208, 222, 236, 102, 160, 202, 217, 117, 168, 
62,  17, 12, 338, 352, 83, 47, 73, 19, 18,  4, 76, 134, 58, 121, 16, 10, 150, 149, 197, 20, 13, 42,  69, 51, 50, 93, 
75, 27, 37, 371, 385, 267, 264, 263, 187, 184, 211, 230, 292, 242, 229, 282,  270, 322, 124, 180, 127, 200, 81, 
38, 64, 36, 405, 312, 303, 340, 266, 257, 302, 243, 232,  283, 107, 163, 95, 94, 97, 72, 133, 43, 71, 132, 185, 
147, 146, 196, 183, 182, 173, 172, 204,  100, 158, 24, 23, 22, 32, 326, 324, 348, 265, 256, 301, 61, 29, 44, 80, 
137, 63, 129, 140,  189, 170, 157, 201, 275, 374, 372, 387, 295, 335, 119, 174, 219, 225, 244, 354, 363, 46,  
428, 393, 389, 399, 365, 370, 318, 316, 344, 245, 233, 285, 248, 299, 251, 239, 291, 261,  306, 249, 237, 289, 
274, 271, 323, 74, 377, 314, 307, 342, 279, 272, 325, 207, 221, 91, 152,  86, 57, 120, 145, 195, 92, 155, 199, 
215, 101, 159, 106, 104, 162, 139, 138, 79, 136, 188,  212, 49, 48, 144, 194, 380, 395, 226, 269, 258, 304, 280, 
273, 327, 294, 331, 315, 309, 343,  284, 278, 328, 311, 287, 329, 276, 386, 400, 321, 347, 319, 317, 345, 114, 
353, 362, 368,  355, 334, 350, 333, 351, 253, 300, 337, 228, 281, 268, 310, 262, 308, 21, 14,  3,  5,  2, 1.     
 

                                                           

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 


