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 SPRبازنگری و توسعه در خواص و قضایای توابع تبدیل 
 

 مجتبی حکیمی مقدم
 دانشگاه فردوسی مشهد - ارشد کنترل کارشناسیفارغ التحصیل 

  حمید خالوزاده
 دانشگاه خواجه نصیر الدین طوسی - استادیار گروه کنترل

 )8/7/85 خ تصویب، تاری 17/4/85 ، تاریخ دریافت روایت اصلاح شده 31/1/84 تاریخ دریافت(

 چکیده 
 و در ارتباط با فراپایداری مجانبی مطرح شد و بدلیل کاربرد در مقوله پایداری خیلی 1960 در اوایل دهه SPR  تبدیلتوابع مفهوم            

 لازم و کافی برای سریع در زمینه های مختلف کنترل مورد استفاده قرار گرفت؛ با این حال پس از گذشت چهار دهه هنوز در مورد شرایط
در این مقاله .  بودن یک اتفاق نظر کلی وجود ندارد و در کتب و مقالات بیانهای متفاوتی برای شرایط لازم و کافی دیده می شودSPRتشخیص 

احتمالی  و نقایص دریگمی مورد نقد و بررسی قرار د،  می پردازنSPR  تبدیلدر ارتباط با توابعچهار بیان غالب که به  ارائه شرایط لازم و کافی 
 که از رفتار دیاگرام  اثبات می شودSPR  تبدیلجدید برای توابع) شرط لازم(خاصیت   سپس یک .دگرد می بیان آنها  هر یک ازموجود در

بیان  ز مختلط  و ابزارهای موجود در آنالی با استناد به خاصیت جدیددر پایان. نایکوییست در فرکانسهای به اندازه کافی بزرگ ناشی می شود
یک «  شود و به کمک آن به این سؤال اساسی پاسخ داده می شود که میبازگو  SPR  تبدیلشرایط لازم و کافی در تشخیص توابع از کاملتری

 »خواهد بود (SPR)تحت چه شرایطی اکیداً حقیقی مثبت  (PR)تابع تبدیل حقیقی مثبت
 

 SPR، شرایط لازم و کافی برای 2(SPR) و اکیداً حقیقی مثبت 1(PR)توابع تبدیل حقیقی مثبت  :واژه های کلیدی
 بودن، اصل ماکزیمم قدر مطلق

 
 مقدمه
 در ارتباط با تحقق پذیری PRتوابع  مفهوم          

 با المانهای مثبت مقاومت، سلف، خازن و Z(s)امپدانس 
تزویج ایده آل مطرح شد و شرط کفایت و بسیاری از 

 استخراج گردید، 1930ون در سال خواص آن توسط اتُُ بر
او اثبات کرد که هر تابع تبدیل گویا با ضرایب حقیقی، 
امپدانس نقطه تحریک یک شبکه تک قطبی خطی، غیر 
فعال، فشرده، دوجانبه و نامتغیر با زمان است؛ اگر و فقط 

 پوپوف 1961سال در . ]13[ باشد(PR)اگر حقیقی مثبت 
 و نشان داد که یک  را مطرح کرد1نظریه فراپایداری

 سیستم خطی نامتغیر با زمان فراپایدار است اگر و فقط اگر
 باشد و بطور مجانبی PR تابع تبدیل آن حقیقی مثبت یا

 تابع تبدیل آن اکیداً حقیقی فراپایدار است، اگر و فقط اگر

                                                 
 بر پایداری قطبهای علاوه) Hyperstability(در نظریه فراپایداری  - 1

تابع تبدیل شرایط دیگری نیز باید برآورده شود که از جمله آنها می 
امروزه بجای اصطلاح فراپایداری از . توان به پایداری صفرها اشاره نمود
مجانبی از تلفاتی بودن استفاده می  غیر فعال بودن و بجای فراپایداری

  .شود

بلافاصله یاکوبوویچ و کالمن کار ]. 1[ باشدSPR مثبت یا
ل کردند و معادل فضای دنبا پوپوف را در فضای حالت

حالتی فراپایداری را بصورت یک لم استخراج نمودند که 
همچنین . ]2[ معروف استPR  یا لم KYP3امروزه به لم 

کالمن نشان داد که حل مسأله معکوس کنترل بهینه با 
 LQRاستفاده از نظریه فراپایداری به قانون کنترل بهینه 

پوف به سرعت در نظریه فراپایداری پو. ]3[منجر می شود
کنترل تطبیقی مدل مرجع مورد استفاده قرار گرفت و 
نشان داده شد که در بیشتر مواقع استفاده از این نظریه 

 امروزه از این ].4[ساده تر از نظریه پایداری لیاپانوف است
نظریه در اغلب زیر شاخه های کنترل از جمله کنترل 

ترل فازی تطبیقی، کنترل غیر خطی، کنترل مقاوم و کن
بدلیل کارهای با ارزشی که در دهه . استفاده می گردد

 توسط ویِلمز و سپس دسور و ویدیاساگار انجام 1970
 4گرفت، امروزه بجای اصطلاح فراپایداری از غیر فعال بودن

 5مجانبی از تلفاتی بودن و بجای اصطلاح فراپایداری
 ]15[ نارِندرا و تیلور1973در سال ]. 14[استفاده می شود 
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 بودن را به امپدانس نقطه SPRبا دیدگاه مداری مفهوم 
تحریک یک شبکه تک قطبی مرتبط ساختند و شبکه 
 . تلفاتی خاصی را معرفی نمودند که هر المان آن تلفاتی بود

با توجه به اینکه استفاده مستقیم از تعاریف پایه برای 
بودن یک تابع با زیاد شدن درجه صورت و  SPRتعیین 
و ) شرایط لازم( بسیار مشکل می شود؛ خواص مخرج

متعددی بیان شده تا مسأله ) شرایط لازم و کافی(قضایای 
قضایای . دنتشخیص این توابع را حتی الامکان تسهیل نمای

بیان شده در این مقوله عموماً مبین شرایط لازم و کافی 
 بودن هستند و فضای جستجو در SPR بودن یا PRبرای 

sصفحه مختلط  jσ ω= 0σ را از نیم صفحه +  به ≤
,0نیم خط  0ω σ≥  تقلیل می دهند و بسیاری از =

البته اگر . مشکلات استفاده از تعاریف را مرتفع می سازند
تعداد  قطبها و صفرهای تابع زیاد باشد استفاده از این 

در مقابل یک . دوبخواهد اریهایی همراه   دشوباقضایا نیز 
 مبین شرط لازمی است که SPR یا PRخاصیت برای توابع 

حتی برای توابع با تعداد قطبها (معمولاً از ظاهر تابع تبدیل 
آن قابل برقراری  یا عدم برقراریبراحتی ) و صفرهای متعدد

 یا PRتشخیص است و تابع باید آنرا دارا باشد تا بتواند 
SPRبدین ترتیب اگر یک تابع حتی یکی از . لقی شود ت

 نبودن آن SPR نبودن یا PRخواص را دارا نباشد بلافاصله 
قابل استنتاج است، درحالیکه اگر تمامی خواص را دارا 
باشد بناچار باید برقراری شرایط لازم و کافی مطرح شده 

بنابراین یک خاصیت، تشخیص . در قضایا را بررسی نمود
PR یا  نبودنSPR نبودن یک تابع را تسریع می نماید و در 

صورتیکه تابع تمامی خواص را دارا باشد باید شرایط لازم و 
در این مقاله قضایای . کافی مذکور در قضایا را بررسی نمود

 نقد و بررسی می شود و SPRغالب موجود در زمینه توابع 
یک شرط لازم جدید ارائه   می گردد و کامل ترین قضیه 

 .ر این زمینه اثبات می شودد
 مثال یکدر بخش دوم تعاریف پایه بیان می شود و با 

در . دشواریهای استفاده مستقیم از آنها نشان داده می شود
معرفی شده و مزایای  SPR و PRوم  خواص توابع سبخش 

نبودن  SPRو  نبودن PRآنها در تشخیص سریع استفاده از 
در بخش . روشن می شودبرخی توابع با ارائه چند مثال 

مورد نقد و  SPRم قضایای موجود در مورد توابع چهار
بررسی قرار می گیرد و نقایص موجود در آنها با ذکر چند 

با استفاده از  در بخش پنجم. مثال نقض آشکار می شود
رفتار دیاگرام نایکوییست در فرکانسهای به اندازه کافی 

سی آن در بزرگ یک خاصیت جدید بهمراه تعبیر هند
این خاصیت مبین این حقیقت .   ارائه می گرددSصفحه 

 SPR با درجه نسبی یک یا منهای یک G(s)است که اگر 
ω نمی تواند در آنباشد، آنگاه مشتق فاز   سریعتر ∞→

دیدگاه حوزه  ششمبخش در .  به صفر همگرا شود−2ωاز 
 ه از ابزار آنالیز مختلطادمطرح شده و با استففرکانس 

در تشخیص کاملتری بصورت قضیه، شرایط لازم و کافی 
 اثبات نیز می گردد و شرط کفایت آن بیان   SPRتوابع 

 .می گردد
 

 توابع تبدیل حقیقی مثبت
 سیستمهای خطی مستقل از زمانبا توجه به اینکه      

یقی هستند، در ادامه دارای تابع تبدیل گویا با ضرایب حق
 استفاده شده است، منظور یک تابع تبدیل G(s)هر جا از 

تعاریف پایه ای در مورد توابع  .گویا با ضرایب حقیقی است
PR و SPRبصورت زیر است : 

 است، اگر برای G(s) ،PRتابع تبدیل  ):1-2(تعریف 
Re[s] Re، رابطه≤0 [ ( )] 0G s  . ]7[ برقرار باشد ≤

 است، G(s) ،SPR تابع تبدیل ):2-2(تعریف 
)اگر - )G s ε به ازای برخی از مقادیر حقیقی و مثبت 
ε ،PRبه بیان  ،]7[  باشد

0:دیگر 0 0, if Re[ ] Re[ ( - )]s G s εε∃ > ≥ ⇒ ≥. 

1تابع تبدیل ):1-2(مثال 
1( ) G s s a=  را در نظر +

jsبا جایگزاری . بگیرید σ ω=   روابط  G1(s) در +

1 2 2
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)1( 
 : حاصل می شود که بنا به تعاریف بالا نتیجه می شود

G1(s) ،PR0 است اگرa 0a است اگر SPR و ≤ >. 
، با  فوقین توابع با استفاده مستقیم از تعاریفتشخیص ا

لذا  افزایش تعداد قطبها و صفرها بسیار مشکل می شود
خواص و قضایای زیادی معرفی شده تا این کار تسهیل 

 .شود
 

 خواص توابع تبدیل حقیقی مثبت
 توان بعنوان یک نگاشت  را میPRتعریف یک تابع           

می توان نتیجه گرفت، یک ) 1-2( از تعریف .تفسیر نمود
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 محور حقیقی صفحه مختلط PRتابع تبدیل 
s jσ ω= )را به محور حقیقی صفحه  + )G s و نیمه 

sراست صفحه  jσ ω= را به نیمه راست  +
)صفحه )G s می نگارد . 

 :زیر را نتیجه می دهداین ویژگی خواص 
)اگر  ):1-3(خاصیت  )G s ،PR (SPR) باشد، آنگاه هیچ 

 . نداردSاز صفحه ) بسته(قطبی در نیمه راست باز 
 PRیک تابع تبدیل  نایکوییست دیاگرام ):2-3(خاصیت 

(SPR) از صفحه  )باز (بسته در نیمه راستS  قرار 
 .می گیرد

 PRز تفسیر فوق این است که تابع تبدیل یک نتیجه دیگر ا
 است؛ PR، خود یک تابع تبدیل PRاز یک تابع تبدیل 

1بعبارت دیگر اگر توابع  ( )sG 2و ( )sG، PR  ،باشند
)آنگاه )21 ( )sG G و ( )12 ( )sG G نیز PRخواهند بود و  

1اگر تابع تبدیل ( )sG ،PR2 و ( )sG ،SPR باشد، آنگاه 
( )21 ( )sG G ، SPRنتیجه ) 1-2(از مثال . خواهد بود 

1می شود که تابع 
s ،PR است بنابراین خاصیت مهم زیر 
 .نتیجه گیری می شود

)اگر  ):3-3 (خاصیت )G s ،PR (SPR) باشد، آنگاه 
1
( )sG  نیز PR (SPR)خواهد بود . 

می توان نتیجه گرفت که ) 3-3(و ) 1-3(از تلفیق خواص 
 نمی تواند قطب یا صفری در نیمه راست PR (SPR)تابع 
چند جمله ای  داشته باشد، بنابراین Sاز صفحه ) بسته(باز 

، هرویتس PR (SPR)صورت و مخرج یک تابع تبدیل 
 PRاست، بعبارت دیگر هر تابع تبدیل ) اکیداً هرویتس(

صفرهای آن سمت چپ (پایدار و بطور ضعیف می نیمم فاز 
 SPR است و هر تابع تبدیل) یا روی محور موهومی هستند

 همچنین از خاصیت . اکیداً پایدار و می نیمم فاز است
می توان نتیجه گرفت اختلاف تعداد صفرها و قطبها ) 3-2(

بنابراین دو . نمی تواند بیش از یک باشد PRدر یک تابع 
 .خاصیت مهم زیر نتیجه می شود

ضرایب چند باشد،  G(s) ،PR (SPR) اگر ):4-3(خاصیت 
 .خواهد بود) مثبت(جمله ای صورت و مخرج آن نامنفی 

 باشد، آنگاه  G(s) ،PR (SPR) اگر ):5-3(خاصیت 
نمی تواند دارای قطب یا صفر تکراری روی محور موهومی 

 . نهایت باشد-حتی در بی
 خاصیت اخیر درجه نسبی تابع تبدیل را محدود می کند    

زیرا اگر درجه نسبی بیش از یک باشد یک صفر تکراری در 
بی نهایت داریم و اگر درجه نسبی از منفی یک کمتر باشد 

 در بی نهایت خواهیم داشت بنابراین یک قطب تکراری
یک یا صفر یا  به PR (SPR)تابع تبدیل درجه نسبی 

 .محدود می شودمنهای یک 
باشد،  G(s) ،PR اگرهمچنین نشان داده شده است که 

غیر ، در صورت وجود،  خالصآنگاه قطبهای موهومی
این . ]13[است  آنها حقیقی و مثبت ه بوده و ماندیراکرت

به خاصیت مهم زیر منجر ) 3-3(اه خاصیت ویژگی بهمر
 .می شود

 قطبها و باشد، آنگاه G(s) ،PR اگر ):6-3(خاصیت 
 هستند، همچنین  تکراریصفرهای موهومی خالص آن غیر 

 .ستحقیقی و مثبت ا، این قطبهاه ماند
بالاخره در مورد اتصالهای موازی و پسخوری دو یا چند تابع 

PR (SPR) است خواص زیر قابل ذکر: 
ترکیب خطی با ضرایب مثبت از توابع  هر ):7-3(خاصیت 

PR (SPR) یک تابع ،PR (SPR) 18[ را نتیجه می دهد[ . 
اتصال پسخوری با پسخور منفی دو تابع ): 8-3(خاصیت 

 را نتیجه می دهد PR (SPR)، یک تابع PR (SPR)تبدیل 
]18[. 

 استفاده از خواص):  1-3(مثال 
 باید تمامی خواص فوق PR (SPR)از آنجا که هر تابع 

الذکر را دارا باشد، با بهره گیری از آنها بسیاری از توابع غیر 
PR (SPR) را بلافاصله می توان شناسایی کرد، برای نمونه 

 تابع تبدیل
3 2

2 3 2

4 6
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 PRا دارا نیست، بنابراین هیچکدام ر) 5-3(خاصیت 

 از طرفی توابع تبدیل . نیستند
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)5( 
 PRتمامی خواص بالا را دارا هستند و نمی توان در مورد 

(SPR) نبودن آنها اظهار نظر نمود بودن یا . 
 

 SPRنقد قضایای موجود در مورد توابع 
 به این مهم اشاره شد که استفاده قبلدر بخشهای         

یک تابع با  بودن SPRمستقیم از تعریف برای معین کردن 
استفاده از همچنین اشاره شد که . دشواریهایی همراه است
 SPRابع غیر در تشخیص سریع توخواص این توابع اغلب 

برای نتیجه گیری . در بسیاری از مواقع راهگشا هستند
 بودن یا نبودن یک تابع نیاز به شرایط SPRقطعی در مورد 

لازم و کافی است، لذا قضایای متعددی در مقالات و کتب 
 SPRمختلف ارائه شده که معرف شرایط لازم و کافی برای 

 و ]12[ تا ]7[بودن هستند، از جمله می توان به مراجع 
در این بین آنچه بیشتر مورد .  اشاره نمود]21[ تا ]17[

توجه واقع شده است شرایطی است که با اعمال 
محدودیتهایی بر روی بخش حقیقی تابع تبدیل بیان می 
شود و در مورد آن یک اتفاق نظر کلی بین محققین وجود 

 PRدر این بخش ابتدا شرایط لازم و کافی برای توابع . ندارد
بیان می شود که در مورد آن اتفاق نظر ) 1-4(در قضیه 

کلی وجود دارد، سپس چهار بیان غالب از شرایط لازم و 
 مورد نقد و بررسی قرار می گیرد و SPRکافی برای توابع 

 .آشکار می گرددی یذکر مثالهانقایص موجود در آنها با 
 

 است اگر و فقط G(s)، PR تابع تبدیل  ):1-4 (]16[قضیه
 :اگر
   .نداشته باشدت با بخش حقیقی مثبهیچ قطبی ) الف
، در صورت وجود، )Ωp (قطبهای روی محور موهومی) ب

 .  آنها حقیقی و مثبت باشدهساده بوده و ماند
، Ωpبخش حقیقی تابع روی محور موهومی بجز در ) ج
]Re  باشد، یعنینفیمنا ( )] 0 pG j Rω ω≥ ∀ ∈ −Ω. 

 بودن   PR مستلزم G(s)ودن  بSPRچون  ):1-4(تبصره 
G(s-ε) با فرض  است، بنابراین PR بودن G(s)، ε نمی 

تواند بطور دلخواه بزرگ اختیار شود و یک حد بالا برای آن 
 عبارت است  

{ }min Re , Rei jz pε ≤  

)6( 

 G(s)ها به ترتیب صفرها و قطبهای  pjها و  ziکه در آن 
 .دهستن
 بنابراین تمامی قطبها و ،باشد G(s) PRفرض کنید : برهان

 G(s-ε)از . صفرهای آن دارای بخش حقیقی نامثبت هستند
به  ε است که به اندازه G(s)دارای همان قطبها و صفرهای 
حال بدیهی است که اگر . سمت راست منتقل شده اند

G(s) ،PR  نباشد آنگاه به طریق اولیG(s-ε) نیز PR 
 نمی G(s) ،εبودن PR با فرض هد بود و علاوه بر این نخوا

 تا G(s) فاصله نزدیکترین قطب یا صفر تواند بزرگتر از
 G(s-ε) زیرا در غیر این صورت محور موهومی اختیار گردد

 .دست کم یک قطب یا صفر سمت راست خواهد داشت
موجود در مورد شرایط در ادامه و در نقد چهار بیان غالب 

 ، معیاربودن یک تابع تبدیل SPRفی برای لازم و کا
و ) 1-4(و قضیه ) 2-2( تعریف سنجش صحت این قضایا

 .می باشد) 6(رابطه 
 

  با استناد به کتاب کنترل تطبیقی  ):1(بیان 
Astrom] 17[ 

 : است اگر و فقط اگرG(s) ،SPR تابع تبدیل  ):2-4 (قضیه
 . نداشته باشدبا بخش حقیقی مثبت   هیچ قطبی )الف
 .هیچ قطب یا صفری روی محور موهومی نداشته باشد ) ب
]Re )ج ( )] 0 ; 0G jω ω≥ ∀ ≥. 

 که هیچ قطب یا صفری PRاین قضیه مدعی است هر تابع 
 است، ولی این گفته SPRروی محور موهومی نداشته باشد 

صحیح نیست و مثالهای متعددی وجود دارند که با استناد 
، )2-2(ر حالیکه بنا به تعریف  هستند دSPRبه این قضیه 

SPRاز جمله اگر شرایط قضیه فوق برقرار بوده و .  نیستند
Re[ ( )]G jω دارای ریشه حقیقی از مرتبه زوج باشد 

 بودن تابع تبدیل به نتیجه SPRدر تعیین ) 1(آنگاه بیان 
 . نادرست منجر خواهد شد

 تابع تبدیل  ):1-4(مثال نقض 
2

27
1

9

4( ) s sG s
s s
+ +

=
+ +

 

)7( 
 است SPRاین تابع ) 1(بنا به بیان . را در نظر بگیرید

]7Reدرحالیکه  ( )]G jω دارای ریشه مضاعف در 
3ω تابع تبدیل فوق دارای دو قطب مزدوج .  می باشد=

 دو صفر حقیقی در  است و−0.5بخش حقیقی با مختلط 
(2 3)− و تبصره ) 2-2(توجه به تعریف  است، لذا با ±
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نامساوی ) 4-1(
7Re[ ( )] 0G jω ε−  باید برای برخی از ≤

0مقادیر  (2 3)ε< < گرچه در قضیه فوق  ( برقرار باشد−
) 1-4(محدوده ای مشخص نشده است، اما تبصره  εبرای 

2)نشان می دهد که مقادیر بزرگتر از   منجر به یک −(3
7صفر سمت راست در  ( )G s ε− می شود بنابراین فقط 

0محدوده  (2 3)ε< < بودن  PR برای بررسی −
7 ( )G s ε−بنابراین علامت) کافی است ، 

3 2

7 2 2 23
( 5 20 52)Re[ ( )]

( 6) 6(1 2 )
G j ε ε ε εε

ε ε ε
− + −

− =
− + + −

  

 باید نامنفی باشد که به معنی نامنفی بودن
3 2( 5 20 52)ε ε ε− + −   

)8( 
است و براحتی می توان بررسی کرد که به ازای جمیع 

0مقادیر  (2 3)ε< < . منفی است) 3-4( علامت عبارت −
نیست و این  SPR) 2-2(، بنا به تعریف G7(s)بنابراین 

  .است) 1( با نتیجه حاصل از بیان مغایر
 

 با استناد به کتاب کنترل غیر خطی ):  2(بیان 
Slotine]  18[ 
 است اگر و فقط G(s) ،SPRل  تابع تبدی):3-4 (قضیه

 :اگر
  .دنباشقطبهای آن دارای بخش حقیقی منفی   )الف
]Re)   ب ( )] 0 ; 0G jω ω> ∀ ≥  

یداً پایدار که این قضیه مدعی است هر سیستم خطی اک
دیاگرام نایکوییست آن بطور کامل در سمت راست محور 

) 1( است و در مجموع از بیان SPRموهومی واقع باشد 
، چون G7(s)کاملتر است زیرا برای تابع تبدیل 

7 3Re[ ( )] 0G j   با استناد به بیان G7(s) بنابراین =
)2 (SPRوان دیگری با این حال مثالهای نقض فرا.  نیست

 .وجود دارد) 2(از جمله مثال زیر برای بیان 
 تابع تبدیل  ):2-4(مثال نقض 

28
1

1
( ) sG s

s s
+

=
+ +

 

)9( 
اما بنا .  استSPRاین تابع ) 2(طبق بیان . را در نظر بگیرید
رابطه ) 1-4(و تبصره ) 2-2(به تعریف 

{ }8Re ( ) 0G jω ε−  باید برای برخی از مقادیر ≤
0 0.5ε<   برقرار باشد، اما >

8 2lim Re[ ( )] 0G jω
εω ε
ω→∞ − ≈ − <  

)10( 
نیست و این  SPR) 2-2(، بنا به تعریف G8(s)بنابراین 

 .است) 2(مغایر با نتیجه حاصل از بیان 
 

 ]Ioannou, Tao ]7 با استناد به مقاله و کتب): 3(بیان 
 : اگر و فقط اگر استG(s) ،SPRل  تابع تبدی):4-4 (قضیه
 . دنباش  قطبهای آن دارای بخش حقیقی منفی )الف
]Re)   ب ( )] 0 ; 0G jω ω> ∀ ≥  
 برای درجه نسبی یک  )ج

2 Re[ ( )] 0lim G jω ω ω→∞ >  
 برای درجه نسبی منهای یک       و 

                                  

( )
Re[ ( )] 0

( ) 0

( ) lim

( ) lim

G j

G j
j

i

ii

ω

ω

ω

ω
ω

→∞

→∞

>

>






 

کاملتر است ) 2(و ) 1(یای متناظر با بیان این قضیه از قضا
به نتیجه ) 2-4(و ) 1-4(بطوریکه در مورد مثالهای نقض 

برای ) ج( زیرا شرط منجر می شود) 2-2(موافق با تعریف 
G8(s)دارای  ]7[در عین نویسندگان مرجع .  برقرار نیست

 از بند (i) که در آنها شرط ]20و19[تألیفات دیگری هستند
 حذف ،نسبی منهای یکوابع تبدیل با درجه برای ت) ج(

لزوم این شرط را با ارائه مثالی نشان می زیر در . شده است
 .دهیم
 تابع تبدیل  ):1-4(مثال 

9
1

1
( )G s s

s
= +

+
 

)11( 
9همانطور که دیده می شود . را در نظر بگیرید ( )G s 

ین تابع تمامی شرایط ا. دارای درجه نسبی منهای یک است
برای توابع ) ج( از بند (i)بجز شرط ) 3(مذکور در بیان 
 زیرا آشکارا نسبی منهای یک را دارا استتبدیل با درجه 

]9Reدیده می شود که  ( )] 0lim G jω ω→∞ بنابراین . =
 در حالیکه با استناد به ستنی SPRاین تابع ) 3(بیان بنا به 

لذا برای نتیجه گیری . است SPR این تابع] 20و19[مراجع 
 بنا به تعریف . قطعی باید از تعاریف پایه استفاده نماییم

}رابطه ) 1-4(و تبصره ) 2-2( }9Re ( ) 0G jω ε− باید  ≤
0برای برخی از مقادیر  0.5ε<   برقرار باشد، اما رابطه >
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{ } { }9lim Re ( ) Re 0G j jω ω ε ω ε ε→∞ − = − = − < 
)12( 

}ی دهد که علامت نشان م }9Re ( )G jω ε− برای هر 
0ε  در فرکانسهای به اندازه کافی بزرگ منفی است، <

نیست و این  SPR) 2-2(، بنا به تعریف G9(s)بنابراین 
است و صحت ] 20و19[مراجع مغایر با نتیجه حاصل از 

 .را تصدیق می نماید) 3(بیان 
 

  با استناد به کتاب سیستمهای غیر خطی:)4(بیان 
Khalil ]21[ 

 G(s) ،SPR و یا اکیدا سره 6ل سرهتابع تبدی :)1-4(لم 
 :است اگر و فقط اگر

 . دنباش  قطبهای آن دارای بخش حقیقی منفی )الف
]Re)   ب ( )] 0 ; 0G jω ω> ∀ ≥ 
 .  برقرار باشدزیریکی از موارد   )ج

                        

2

1) ( ) 0

2) ( ) 0 lim Re [ ( )] 0,
G

G G j
ω
ω ω
→∞

∞ >

∞ = > 

های دیدگاه بیشتر تحت تأثیر این بیان بدلیل اینکه در 
فضای حالتی بوده است، در مورد توابع با درجه نسبی 

آن ) ج(، علاوه بر این بند منهای یک صحبتی نشده است
  .قابل ساده سازی است

در واقع دو بیان اخیر دارای مثال نقض نیستند و به کمک 
ی موجود در آنالیز مختلط یعنی با دیدگاه های حوزه ابزارها

فرکانسی می توان بیان جامع و در عین حال ساده تری 
 بعدی هایبرای شرایط لازم و کافی ارائه نمود که در بخش

 .به آن خواهیم پرداخت
ω بطور کلی در دو بیان اخیر برای وضعیت    شرایط∞→

در ادامه از این موضوع استفاده . مجزایی ارائه شده است
نموده و با بررسی رفتار دیاگرام نایکوئیست توابع تبدیل 
برای فرکانس های به اندازه کافی بزرگ یک شرط لازم 

 . جدید استخراج می شود
 

 ارائه و اثبات یک شرط لازم جدید 
ایکوییست در این قسمت با توجه به رفتار دیاگرام ن         

در فرکانسهای به اندازه کافی بزرگ یک شرط لازم برای 
 با درجه نسبی یک و منهای یک SPR و PRتوابع تبدیل 

 . اثبات می گردد

  را بصورت  G(s)تابع تبدیل 
1

1
1

1

( ) ...
( ) , 0

( ) ...

m m
m

n n
n

b s s b s b
G s k k k

a s s a s a

−

−

+ + +
= = >

+ + +  

)13( 
 در kدر نظر بگیرید، بدیهی است که فرض مثبت بودن

 محدود کننده نیست، زیرا بنا به تعریف ) 13(ابطه ر
)1 باشد آنگاه نامساوی G(s) ،PR، اگر )2-1( ) 0G ≥ 

لزوم ) 4-3( این نامساوی بهمراه خاصیت .برقرار است
0kبرقراری شرط .  آشکار می سازدPRرا برای توابع  <

یک دیاگرام نایکوییست در  با درجه نسبی G(s)برای 
فرکانسهای به اندازه کافی بزرگ بصورت ناحیه مشخص 

 :خواهد بود زیرا) 1(شده در شکل 

( )1 11, /( ) ,( )n m s k s a bG s α α− = →∞ ≈ + = −  

)14( 

) منفیبدیهی است مشتق فاز برای منحنی  )0α > 
 نزولی و در حال میل کردن است زیرا با افزایش فرکانس فاز

 همچنین مشتق فاز برای منحنی .  درجه است-90به 
)صفر )0α )  مثبت و و برای منحنیهای  = )0α < 

 با درجه نسبی یک، فاز در G(s)بطورکلی برای . است
ج فرکانسهای به اندازه کافی بزرگ با افزایش فرکانس بتدری

زیرا  درجه میل می کند، البته بجز توابع فرد -90به مقدار 
 .  درجه است-90فاز آنها همواره 

/arg{1تساوی  ( )} arg ( )G s G s=  نتیجه می دهد که −
 با درجه نسبی منهای یک و در فرکانسهای به G(s)برای 

اندازه کافی بزرگ، فاز با افزایش فرکانس بتدریج به مقدار 
فاز آنها زیرا می کند، البته بجز توابع فرد  درجه میل + 90

، G(s)همچنین می دانیم که اگر . درجه است+ 90همواره 

 

Re[G(jω)] 

Im[G(jω)] 

 با درجه نسبی یک در G(jω)دیاگرام نایکوییست : 1شکل
 .فرکانس های به اندازه کافی بزرگ
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PRدر نیمه راست بسته   باشد آنگاه دیاگرام نایکوییست آن
 :قرار می گیرد، بنابراین خاصیت زیر را داریم

 بوده و دارای درجه نسبی G(s) ،PRاگر  ):1-5(خاصیت 
، آنگاه مشتق فاز آن در فرکانسهای باشد) منهای یک(یک 

خواهد بود؛ بعبارت ) نا منفی(به اندازه کافی بزرگ، نامثبت 
 :دیگر

( ) arg[ ( )] 0 ; 1d
d

n m G j n m

ω
ω

ω

→∞

 − ≤ − = 
 

 

)15( 
 

  تابع تبدیل ):1-5(لم 
1

1
1

1

( ) ...
( ) , 0

( ) ...

m m
m

n n
n

b s s b s b
G s k k k

a s s a s a

−

−

+ + +
= = >

+ + + 

1n  بوده و G(s) ،SPRاگر . را در نظر بگیرید m− = 
 اه نامساویباشد، آنگ

1 1( )( ) 0n m a b− − >  

)16( 
یک شرط لازم جدید برای توابع تبدیل (برقرار است      

SPR.(  
 :می توان نتیجه گرفت G(s)ابطه ضبا توجه به  :برهان

 
 

( )

( )

1

1

1

1

1

1

( ) ( )

( ) ( )
( )

...

...
m

n

m m

n n

m
i

i
n

l
l

j b j b

j a j a

j z

j p

G j k

k

ω ε ω ε

ω ε ω ε

ω ε

ω ε

ω ε
−

−

=

=

− −

− −

− −

− −

− =

=

+ + +
+ + +

∏

∏

 

)17( 
 :      بنابراین برای فاز این تابع عبارت زیر حاصل می گردد

1

1

1

1

Imarg[ ( )] tan
Re

Imtan
Re

m
i

ii

n
l

ll

zG j
z

p
p

ωω ε
ε

ω
ε

−

=

−

=

 
 
 

 
 
 

−− =
− −

−−
− −

∑

∑
  

)18( 
 :مشتق رابطه اخیر بصورت زیر خواهد بود

( ) ( )

( ) ( )

2 2
1

2 2
1

Rearg[ ( )]
Re Im

Re
Re Im

m
i

i ii

n
l

l ll

d zG j
d z z

p
p p

εω ε
ω ε ω

ε
ε ω

=

=

 − − −
 + + − 

 − − 
 + + − 

=

−

∑

∑
 

 
)19( 

 بنابراین برای فرکانسهای به اندازه کافی بزرگ نتیجه 
 :می شود

2

2

1 1
2

1

1

Rearg[ ( )]

Re

( )

m
i

i

n
l

l

d zG j
d

p

n mb a

ω

εω ε
ω ω

ε
ω

ε

ω

=→∞

=

− − −  
 

− − 
 
 

− + −

=

−

=

∑

∑  

)20( 
) باشد، آنگاهG(s) ،SPRبدیهی است که اگر  - )G s ε ،PR 

 نامساوی ) 1-5(ت و لذا بنا به خاصیت اس
 

 ( ) arg[ ( )] 0 ; 1d
d

n m G j n m

ω
ω

ω ε

→∞

 − − ≤ − = 
 

 

)21( 
) 9-5(در ) 8-5(باید برقرار باشد، بنابراین با جایگزاری 

 :نتیجه   می شود
1 1( )( ) 0n m a b ε− − > >  

)22( 
     .که برهان لم را تکمیل می کند

 با G(s) تیلور نشان دادند که اگر نارندرا و ):1-5(تبصره 
]Reباشد، آنگاه  SPRدرجه نسبی یک  ( )]G jω نمی 

ωتواند در    به صفر همگرا شود−2ω سریعتر از ∞→
 G(s)در بالا نشان می دهد اگر ) 22(تا ) 20( روابط. ]15[

باشد، آنگاه مشتق  SPRیا منهای یک با درجه نسبی یک 
)فاز  )G jω نمی تواند در ω →  به −2ω سریعتر از ∞

این . صفر همگرا شود که تعمیم نتیجه نارندرا و تیلور است
ندارد به این معنی که اگر  وجود PRمحدودیت برای توابع 

G(s) با درجه نسبی یک یا منهای یک PR  باشد آنگاه
)مشتق فاز  )G jω در ω → می تواند متناسب با    ∞

2ω− 4 یاω−اگر  بنابراین.  یا سریعتر به صفر همگرا شود
G(s) ،PR 1 وn m−   باشد، آنگاه نامساوی =

 

1 1( )( ) 0n m a b− − ≥  
)23( 

  ).PRیک شرط لازم جدید برای توابع تبدیل ( برقرار است 
شرط لازم بیان شده در لم  S :تعبیرهندسی در صفحه 

 دارای تعبیر جالبی است به این معنی که Sفوق در صفحه 
در صفحه مشخص  G(s)اگر تنها مکان قطبها و صفرهای 



 
 1385، شهریورماه 3، شماره 40نشریه دانشکده فنی، جلد                                                                                                   342     

 
 

نبودن آن نتایجی بودن یا  SPRباشد می توان در مورد 
 :   بدست آورد زیرا داریم

1 1
1 1

[ ] [ ]Re Rel i

n m

l i

p za b
= =

− −=−
   

−   
   
∑ ∑  

)24( 
 

 بهره گیری از شرط لازم استخراج شده ): 2-4(مثال 
  روابط  G4(s) ،G5(s) ،G6(s)برای توابع ) 1-5(با توجه به 

( ) ( )4 1 1( ) : 2 3 5 4 6 0G s a b− = + + − + =    
)25( 

( ) ( )5 1 1( ) : 1 3 5 7 4 6 8 2G s a b− = + + + − + + = −  
)26( 

( ) ( )6 1 1
18( ) : 3 6 5 23G s a b− = + − + = −     

)27( 
 ) 16-3(و ) 9-3(بنابراین با استفاده از . حاصل می شود

نیست ولی می  G4(s) ،SPR: می توان نتیجه گرفت که
 G6(s) ،PR (SPR) و G5(s)باشد، درحالیکه توابع  PRتواند 

ترسیم ) 2(بع در شکل دیاگرام ناکوییست این توا .نیستند
 . شده است

 
 

 و G5(s)همانطور که دیده می شود دیاگرام نایکوییست 
G6(s)ناحیه داخل (   در فرکانسهای به اندازه کافی بزرگ

، سمت چپ محور موهومی قرار دارد )دایره خط چین شده 
  سمت راست محورG4(s)در حالیکه دیاگرام نایکوییست 

 .موهومی قرار دارد
 

 دیدگاه حوزه فرکانس
 افی با ـط لازم و کــاز آنجا که عموماً اثباط شرای   

استفاده از ابراز موجود در فضای حالت انجام می گرفته 
است و در این فضا این محدودیت مهم وجود دارد که  تنها 
کلاسی از توابع تبدیل را در بر دارد که دارای درجه نسبی 

در این بخش دیدگاه حوزه فرکانس و ابزار اشند، نامنفی ب
 و سعی می شود بدون اعمال آنالیز مختلط معرفی می گردد

هیچ محدودیتی روی درجه نسبی شرایط لازم و کافی برای 
SPR اکیداً حقیقی مثبت بودن ابتدا . اثبات شود بودن

بعنوان یک نگاشت تفسیر می شود، این تفسیر یک ابهام 
ف پایه توابع تبدیل اکیداً حقیقی مثبت را مستتر در تعری

مرتفع می سازد و منجر به یک تعریف معادل بسیار دقیق 
دو ابزار قدرتمند . از این توابع در حوزه فرکانس می شود

. آنالیز مختلط اصل ماکزیمم قدر مطلق و سری تیلورهستند
با استفاده از این ابزارها شرایط لازم و کافی مستقیماً از 

 پایه حوزه فرکانسی توابع اکیداً حقیقی مثبت اثبات تعریف
لازم به ذکر است که قضیه شرایط لازم و کافی . می گردد

که در اینجا اثبات می شود بسیار کلی و جامع است و در 
آن  روی درجه نسبی تابع تبدیل هیچ محدودیتی اعمال 

  .شده استن
  بودن بعنوان یک نگاشت SPRتفسیر 
sηاستفاده از تغییر متغیر با           ε= − ،SPR بودن 

را می توان بصورت یک نگاشت تفسیر نمود به این ترتیب 
) به صفحه η بودن یک نگاشت از صفحه SPRکه  )G η 

]Reمی باشد بگونه ای که ناحیه  ]η ε≥  به ηاز صفحه  −
]Reناحیه  ( )] 0G η ) از صفحه≤ )G ηاین .  نگاشته شود

این تفسیر . نشان داده شده است) 3(موضوع در شکل 
 حقیقی و مثبت به اندازه εنشان می دهد که اگر یک 

کافی کوچک وجود نداشته باشد بطوریکه نامساوی 
Re[ ( )] 0G s ε− ]Re در ناحیه≤ ] 0s  برقرار ≤

0εباشد، آنگاه هیچ   وجود نخواهد داشت که نامساوی <
Re[ ( )] 0G s ε− ]Re را در ناحیه≤ ] 0s  ء ارضا≤

 . کند
 
 
 
 
 
 
 
 

G4(jω) 

G5(jω) 
G6 (jω) 

 .G4(s) ،G5(s) ،G6(s)ایکوییست توابع تبدیل  دیاگرام ن : 2شکل

_ _ ( ) _S Plane Plane G Planeη η

 

Im [η] Im [G(η)] 

Re [s] Re [η] Re [G(η)]

     η  G(η) 

 SPR Mapping 
ε−

Im [s] 

Re[ ]η ε≥ − Re[ ( )] 0G η ≥Re[ ] 0s ≥

 . بودن بعنوان یک نگاشتSPRتفسیر : 3شکل 
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 .گردد استنتاج می SPRبنابراین تعریف زیر برای توابع 
، G(s)تابع تبدیل گویا با ضرایب حقیقی   1-6تعریف 

SPR یک  است، اگرε حقیقی و مثبت به اندازه کافی 
 نامساویکوچک وجود داشته باشد بطوریکه 

Re[ ( )] 0G s ε− ]Re  در ناحیه≤ ] 0s  . برقرار باشد≤
)فرض کنید ): مم قدر مطلقاصل ماکزی(قضیه  )f s 

sتابعی غیر ثابت از متغیر مختلط  jσ ω=  باشد و در +
 از صفحه مختلط تحلیلی باشد، آنگاه Γداخل ناحیه 

( )f s هیچ مقدار ماکزیممی در داخل Γندارد . 
بصورت لم یکی از مهم ترین نتایج اصل ماکزیمم قدر مطلق 

 :زیر قابل بیان است
) تابع تبدیل  اگر)1-6(لم  )G sدر ناحیه Γ  تحلیلی و

]Reغیر ثابت باشد، آنگاه می نیمم  ( )]G sمرز  بر روی 
 .این ناحیه اتفاق خواهد افتاد

 تابع تبدیل با ضرایب حقیقی  1-6قضیه 
1

1
1

1

...( )( ) , 0( ) ...
m m

m
n n

n

s b s bb sG s k k ka s s a s a
−

−
+ + += = ≠
+ + +

 

 SPRاگر و فقط اگر : 
 .دنباشقطبهای آن دارای بخش حقیقی منفی .  الف
0k.  ب 1nو  < m− ≤ 
]Re.  ج ( )] 0,G j Rω ω> ∀ ∈ 
1nاگر.   د m− 1  آنگاه = 1a b≠. 

با توجه به خواص و قضایای پیش : اثبات کفایت شرایط
گفته لزوم شرایط آشکار است، لذا در اینجا کفایت شرایط 

فرض کنید شرایط مذکور در قضیه فوق . را اثبات می کنیم
)تمامی قطبهای چون. برقرار باشد )G s دارای بخش 

 را آنقدر کوچک ε می توان سحقیقی منفی هستند پ
)اختیار نمود که  )G s در ناحیه Re[ ]s ε≥  تحلیلی −

]Reمی نیمم  مقدار ) 1-6(لذا بنا بر لم , باشد ( )]G s بر 
روی مرز این ناحیه اتفاق می افتد، به عبارت دیگر برای 

ط باید نشان داد که روی مرز این ناحیه ایشرکفایت اثبات 
 نشان داده شده است، ) 4( که در شکل

]Reنامساوی  ( )] 0G s  بر روی .  برقرار است≤
 رابطه )4 (کلشقسمت دایروی از مرز 

Re[ ( )] (( ) )m nG s kr Cos m n φ−≈  برقرار است، −
0kپس اگر  1n و < m− ]Re آنگاه ≥ ( )] 0G s ≥. 

]Reبر قرار بودن    ( )] 0,G j Rω ε ω− ≥ ∀  نامنفی ∋
]Reبودن  ( )]G s که به ) 4( را روی بخشی از مرز شکل

از . قع است تضمین می نمایدموازات محور موهومی وا
 یک مقدار به اندازه دلخواه ε با توجه به اینکهطرفی

]Re کوچک است عبارت  ( )]G jω ε− می توان با  را
 :  تعویض نمود یعنیسری تیلوردو جمله اول 

Re[ ( )] Re[ ( )] Re[ '( )]G j G j G jω ε ω ε ω− ≈ −

 ای کرانـدار نامسـاوی    بـرای فرکانسـه   حال بدیهی است که     
Re[ ( )] 0G jω ــاوی< ]Re نامســــ ( )] 0G jω ε−  را <

ــرای      ــالا و ب ــای ب ــانس ه ــرای فرک ــد و ب ــی ده ــه م نتیج
| |=1n m−  ــافی ــرط اضـ 1 شـ 1 a b≠  ــا ــت تـ   لازم اسـ

ــاوی  ــوان از نامســـ ]Reبتـــ ( )] 0G jω ــ<  اوی نامســـ
Re[ ( )] 0G jω ε− ــت < ــه گرف ــوع در ( را نتیج ــن موض ای
.       لذا اثبـات کفایـت تکمیـل اسـت    و) بخش قبل بررسی شد 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 بودن یک تابع SPRقضیه اخیر شرایط لازم و کافی برای 
هیچکدام از تبدیل گویا با ضرایب حقیقی را بیان می کند و 

این قضیه . محدودیتهای قضایای قبلی را ندارد ایص ونق
 .بصورت نهایی زیر قابل بیان است

 تابع تبدیل گویا با ضرایب حقیقی  2-6قضیه 
1

1

1

1
...( )( ) , 0( ) ...

m m
m

n n
n

s bs bb sG s k k ka s s as a
−

−
+ + += = ≠
+ + +

 

 SPRاست اگر و فقط اگر : 
0k.   الف 1n و < m− 1n و اگر≥ m−   آنگاه =

1 1a b≠. 
 . باشد دارای بخش حقیقی منفی G(s)تمامی قطبهای .  ب
]Re.  ج ( )] 0, 0G jω ω> ∀ ≥ 

لازم به ذکر است که نارندرا و تیلور نشان : )1-6(تبصره
باشد، آنگاه  SPR با درجه نسبی یک G(s)دادند که اگر 
Re[ ( )]G jωنمی تواند در    ω  −2ω سریعتر از ∞→

 در واقع شرط. ]14[به صفر همگرا شود

Im[ ]s ω=

Re[ ]s  

,s j Rε ω ω= − + ∈  
,2. ;j

s r e rπφ
φε= <− + → ∞

 .مرز ناحیه تحلیلی: 4شکل
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2 Re ( )]lim [ 0G j
ω
ω ω

→∞
مؤید ) 4(و ) 3 (های در بیان<

اما این شرط قابل ساده سازی . گفته نارندرا و تیلور است
]Reاست زیرا شرط  ( )] 0G jω دو بیان ) ب( در بند <
2مذکور نامساوی  Re ( )] 0lim [G j

ω
ω ω

→∞
تضمین می  را ≤

2نماید، پس شرط  Re ( )]lim [ 0G j
ω
ω ω

→∞
 را می توان <

2بصورت  Re ( )]lim [ 0G j
ω
ω ω

→∞
از طرفی با . ساده کرد ≠
 توجه به اینکه

( ) 2( 1)
1 1
2

Re[ ( ) ( )]Re[ ( )]
( ) ( )

...
...

n

n

b j a jG j k
a j a j

a b
k

ω ωω
ω ω
ω

ω

−

−
=

−

− +
=

+

 

)28( 
2 رفت که نامساویمی توان نتیجه گ Re ( )]lim [ 0G j

ω
ω ω

→∞
≠ 

1 معادل نامساوی 1a b≠ است . 
حال مثالهای نقض را با قضیه پیشنهادی فوق محک می 

 : زنیم
توابع تبدیل 

28
1

1
( ) sG s

s s
+

=
+ +

 و 
9

1

1
( )G s s

s
= +

+
هیچ   

1n نیستند زیرا برای هر دو SPRکدام  m−  و =

1 1 1a b=  .را تأیید می کنند نتیجه تعاریف پایه این  و =
می توان  را SPR و PRتفاوتهای توابع ): 2-6(تبصره

 PRکه سه شرط لازم اساسی در توابع  اینطور خلاصه نمود
  یعنی

Re[ ] 0 , 1,...,ip i n≥ ∀ =  
)29( 

Re[ ( )] 0 ; 0G jω ω≥ ∀ ≥  
)30( 

1 11 ( )( ) 0n mIf n m a b− = ⇒ − − ≥  
)31( 

برای توابع  )   باشند G(s)ها قطبهای ipبا فرض اینکه ( 
SPRبدین ترتیب اگر .  بصورت اکید باید برقرار باشدG(s) ،

PR باشد آنگاه SPR خواهد بود اگر نامساویهای  

Re[ ] 0 , 1,...,ip i n≠ ∀ =  
)32( 

Re[ ( )] 0 ; 0G jω ω≠ ∀ ≥  

)33( 

1 11n mIf a b− = ⇒ ≠  

)34( 
به این معنی است ) 7-6(دقت شود که شرط . برقرار باشد

که اگر درجه نسبی غیر صفر است آنگاه مجموع قطبها باید 
 .مخالف مجموع صفرها باشد

 
  نتیجه گیری

 SPR و PRدر این مقاله خواص و قضایای توابع         
چهار بیان غالب موجود در مورد .  بررسی قرار گرفتمورد

 مورد استفاده SPRقضایایی که عموماً برای تشخیص توابع 
قرار می گیرند، مورد نقد و بررسی قرار گرفت و نقایص 

علاوه بر . موجود در آنها با ذکر مثالهای نقض آشکار گردید
 SPR و PRجدید برای توابع ) شرط لازم(یک خاصیت این 
 با درجه نسبی G(s)ات گردید که نشان می دهد اگر اثب

)باشد، آنگاه مشتق فاز  SPRیک یا منهای یک  )G jω 
ωنمی تواند در   به صفر همگرا −2ω سریعتر از ∞→

. استتعمیم گفته نارندرا و تیلور این نکته شود و در واقع 
خاصیت جدید دارای تعبیر جالبی است و حقیقی مثبت 

 مرتبط می Sبودن را به مکان قطب ها و صفرها در صفحه 
ه از ابزارهای موجود در حوزه ادفدر پایان با است. سازد

 کاملترین قضیه برای بیان شرایط لازم و کافی در فرکانس
 هیچ  این قضیه.ه است گردیدتاثب اSPRتشخیص توابع 

دیتی روی درجه نسبی تابع تبدیل بصورت پیش محدو
و این مزیت استفاده از ابزار حوزه  فرض اعمال نمی کند

 فرکانس را در مقابل فضای حالت را در این زمینه نشان 
  .می دهد
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 واژه های انگلیسی به ترتیب استفاده در متن

1 - Positive Real      2 - Strictly Positive Real 

3 - Kalman-Yakubovich-Popov Lemma   4 - Passivity 

5 - Dissipativity      6 - Proper 


