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 پایداری سیستم های کنترل
 

 غلامرضا شهریار حشمتی
  دانشگاه تهران–فنی های دانشکده پردیس  –دانشیار گروه علوم پایه مهندسی 

 بهمن مهری
 دانشگاه صنعتی شریف -استاد دانشکده ریاضی 

 )9/2/85  تاریخ تصویب، 18/11/84تاریخ دریافت (

 چکیده 
=ρξ−=σσ :م سیستم غیرخطی به صورت در این مقاله، کنترل غیر مستقی        

ξ
ξ−= xc),(f

dt
d,bAx

dt
dx T  را در نظر گرفته و با

 و تابع لیاپونف، ابتدا پایداری سیستم را با بدست آوردن روابطی بین پارامترهای کنترل ثابت کرده و سپس با یک مثال  1استفاده از روش لیاپونف
 .روش خود را روشن ساخته ایم

 
کنترل، تابع کنترل، پارامترهای کنترل، پایداری مجانبی، نظریه لیاپونف، قضیه پایداری  : واژه های کلیدی

 2سیلوستر

 

 مقدمه 
پایداری سیستمهای دینامیکی را می توان به دو روش     

ما در این مقاله از روش .  و لیاپونف بدست آورد 3پوانکاره
لیاپونف استفاده کرده ایم و بالاخره با یک مثال کاربردی 

همانطور که می دانیم در . فوق را روشن کرده ایممطلب 
مورد کنترل خطی تحقیقات بسیاری انجام شده است ولی 
در مورد کنترل غیرخطی کارهای زیادی انجام نگرفته 

می توان این مقاله را نتیجه کوچکی از کارهائی که . است
 .در آینده صورت خواهد گرفت در نظر گرفت

 
 پایداری

ل پایداری کنترل، مسئله ای است یکی از مسائ      
 بصورت 














ρξ−=σ

σ=
ξ

ξ−=

xc

)(f
dt
d

bAx
dt
dx

T

 

)1( 
 در c و x ، b نامنفرد، n×n یک ماتریس Aکه در آن 

nR  وξρ, و σاسکالر می باشند  .f تابع کنترل و b و  
c و ρارامترهای کنترل نامیده می شوند  پ. 

به کنترل غیرمستقیم موسوم است و هرگاه ) 1(مسئله 
f)(بجای معادله  σ=ξ′ رابطه ای بصورت )(f σ=ξ 

 .درنظر گرفته شود، سیستم را کنترل مستقیم می نامند
 تابعی است fدر ادامه فرض می شود که تابع کنترل 

 که در رابطه زیر صدق می کند، پیوسته 
             0≠σ 0به ازای هر)(f >σσ0(0و(f = 

)2( 
آنچه در این مقاله مورد بحث و تحقیق ما می باشد آن 
است که تحت چه شرایطی در مورد پارامترهای کنترل، 

نی که اگر سیستم سیستم ما پایدار می باشد، بدین مع

Axبدون کنترل یا سیستم اصلی، 
dt
dx

                 پایدار باشد، =

می خواهیم پارامترهای کنترل را طوری تعیین کنیم که 
پایداری افزایش یابد و اگر سیستم اصلی پایدار نباشد، 
پارامترهای کنترل را طوری تعیین می نمائیم که سیستم 

 . یدار شودبا کنترل پا
برای این منظور، ابتدا سیستم را پایدار فرض می کنیم که 

 منفی Aنتیجه می دهد که قسمت حقیقی مقادیر ویژه 
 .می باشند

 واضح است که اگر، تبدیل 
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)3( 
)y,(را انتخاب نمائیم، پایداری در صفحه  σ  ،

)x,( پایداری سیستم را در صفحه ξ نتیجه می دهد، به 
 شرط آنکه تبدیل فوق غیرتکین باشد و یا به عبارت دیگر
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 ولی تساوی
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 هم ارز است با رابطه ) 4(نشان می دهد که رابطه 
 

0bAc 1T ≠+ρ− −  
 یا 

bAc 1T −≠ρ  
)5( 

 بدست می آید،) 3(با مشتق گیری از رابطه 
 





ξ′ρ−′=σ′

ξ′−′=′

xc
bxAy
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)6( 
با شرط ) 1(نشان می دهد که پایداری دستگاه ) 6(رابطه 

 هم ارز است با پایداری دستگاه زیر،) 5(
 





σρ−=σ′

σ−=′

)(fyc
)(bfAyy
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)7( 
، با استفاده از نظریه )7(برای پایداری مجانبی دستگاه 

طبق . ک تابع لیاپونف استفاده می کنیملیاپونف، از ی
تعریف، تابع لیاپونف، تابعی است معین مثبت و اگر مشتق 
آن در امتداد مسیر دستگاه معین منفی باشد، آنگاه 

 .سیستم پایدار است
 تابع لیاپونف را بصورت زیر درنظر می گیریم،

 

)(FByyV T σ+=  
)8( 

 مثبت است  یک ماتریس متقارن معینBکه در آن 
BABATبطوری که    معین منفی باشد +

 

و  ∫
σ

ττ=σ
0

d)(f)(F .     
 

F)(0نتیجه می دهد ) 2(رابطه  >σ به ازای هر 
0≠σ و در نتیجه  Vمعین مثبت است  . 

 در امتداد Vبرای پایداری مجانبی لازم است که مشتق 
 . ر معین منفی باشدمسی

 بدست می آید، ) 8(با مشتق گیری از رابطه 
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PBABATقرار دهیم  ، در این صورت، باتوجه +=−

BbyBybبه آنکه  TT  :، داریم  =

)(f)(dyf2Pyy

)(f)(yf)
2
cBb(2Pyy
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dV

2T

2TT

σρ−σ−=

σρ−σ−−−=  

(Tکه در آن 
2
cBb(d −= 

 حال نشان دهیم که 
0)(f)(dyf2Pyy 2T >σρ+σ−  

)9( 
0yبه ازای هر    .fو هر ≠

 یک ماتریس معین مثبت است، با Pباتوجه به آنکه 
 استفاده از قضیه سیلوستر کافی است نشان دهیم
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 ه باشیم کافی است داشت) 9(بنابراین، برای برقراری رابطه 
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0ddP T1 >−ρ −  
)10( 

 یا 
T1ddP−>ρ  

) 1(برقرار باشند، دستگاه ) 10(و ) 5(در نتیجه اگر روابط 
 .بطور مجانبی پایدار است

از یکدیگر مستقل ) 10(و ) 5(حال نشان دهیم که روابط 
برای نشان دادن این مطلب کافی است نشان . نمی باشند

 :دهیم 
bAcddP 1TT1 −− ≥  

)11( 
کافی است نشان دهیم که برای ) 11(برای اثبات نامساوی 

 : داریم y و xهر دو بردار 
 

xAy2)yBx(P)yBx( 1T1T −− ≥−−  
)12( 

c و x=bزیرا در این صورت با انتخاب 
2
1y  خواهیم =

 :داشت 

d)
2
cBb()yBx( TT =−=−  

 .نتیجه می شود) 11(و رابطه 
 ماتریس وارون Q، فرض کنیم )12(ی اثبات نامساوی برا

 پذیری باشد بطوریکه 
0QQ T >+ . 

)13( 
Quu، چون  Rn در uبرای هر بردار  T یک ماتریس 

  است، داریم 1*1
 

uQu)Quu(Quu TTTTT ==  
 و بنابراین، 

0u,0u)QQ(u
2
1Quu TTT ≠∀>+=)14( 

0uچون  0uQ نتیجه می دهد ≠ 1  ، از رابطه −≠
 .نتیجه می شود) 14(
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 : حال قرار دهیم 
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)16( 
یجه     که نتβ=α  بدست می آید βو  αبا بسط 

از آن نتیجه می ) 12(  و نامساوی α<0می دهد  
 به ترتیب به جای v و uشود، زیرا با قراردادن 

u)QQ( 1T )v)QQ و +− 1T    بدست می آید، +−
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 ، v=Bx  و  Q=-BA  ،   u=-yحال اگر قرار دهیم 

 .حاصل می شود) 12(نامساوی 
 

 1مثال 
 ادله دیفرانسیل زیر را درنظر ــــسیستم مع         

 :می گیریم
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)16( 
22که در آن  T,G,K,U و K ضرایب ثابت و  U و K 

  ، &&η، با حذف )16(باتوجه به رابطه . اعدادی مثبت اند
 :داریم 

,)
T

UGE()
T

KGa( 2

2

2

2

ρζ−η−+η−=σ  

)17( 

2G1که در آن 
−=ρ

l
   

  اختیار شود ρ<0می دانیم در کنترل غیرمستقیم باید 
 :بنابراین 

2G1
>

l
 

)18( 
را با تغییر متغیر به شکل ) 16(اکنون می توان سیستم 

 :استاندارد زیر نوشت 
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 :نتیجه می دهد ) 21(و ) 19(روابط 
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 در ادامه با فرض 
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 :به سیستم ماتریسی زیر خواهیم رسید 
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)24( 
از روش لیاپونف ) 24(برای بررسی پایداری سیستم 

 یک Bبرای این منظور فرض می کنیم . استفاده می کنیم
 مثبت باشد  یک ماتریس Pماتریس مثبت متقارن و نیز 

 :به طوریکه 

PBABAT −=+  
)25( 

T)cبا فرض       
2
1Bd(d  ) 24(   شرایط پایداری =−

 .T1ddP−>ρ: عبارت است از 
 اگر قرار دهیم 
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 : باید داشته باشیم Pبرای برقراری شرایط مثبت بودن 

0qpr,0p 2 >−>  
)27( 

 :داریم ) 26(و ) 25(از روابط 









−

=







α−α−α−
α−α−α−

rq
qp

rqrqp
rqpq

)(2
2

121

212

ooooo

oooo

 

 یا 









−α=
−α+α=

α=

)qr(2r
prqq

q2p

1

21

2

oo

ooo

o

 

)28( 
 d = 0    کافی است T1ddP−>ρبرای برقراری شرط

 اختیار شود
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بزرگتر از ) 28(چون دترمینان ضرایب دستگاه معادلات 
ا دستگاه بالا دارای جواب منحصر بفرد برای صفر است لذ

ooo p,q,r می باشد داریم   : 

2112 2
p

2
rr,

2
pq

αα
+

α
=

α
= oo  

 :بنابراین 
T

1
211

2
2

pr

p

d2



















γ+
αα

+
α

γ+
α

=− 

 : خواهیم داشت d = 0و باتوجه به 
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)29( 
 :اولین رابطه نتیجه می دهد 
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02 <γ  
 : از دومین رابطه نتیجه می شود <r 0و چون 

01 <γ  
 :خواهیم داشت ) 29( بین دو رابطه pبا حذف 

112r γα−γ=  
  بنابراین <0rو چون 

112 αγ>γ 
01از رابطه  <γنتیجه می گیریم  

2

2

T
UGE <  

)30( 
02رابطه و از  <γنتیجه می گیریم  : 

2
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211و باتوجه به اینکه   γ<γα خواهیم داشت  : 
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)32( 
شرط کافی پایداری را نتیجه ) 32(و ) 31(، )30(روابط 

 .خواهند داد
 

 2مثال 
 در نظر می گیریم سپس با قرار  دلخواهی راRLC   مدار 

دادن کنترل مناسب شرط کافی برای پایداری سیستم 
 :فوق را بدست می آوریم، می دانیم 
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 : لذا خواهیم داشت f=Lq: برای راحتی فرض می کنیم 
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 نتیجه گیری 

با استفاده از تابع لیاپونف توانستیم پایداری سیستم        
 .فوق را ثابت کنیم

 
 تقدیر و تشکر

این مقاله تحقیقی، مستخرج از طرح پژوهشی          
ی دانشکده  ، با پشتیبانی مالی و معنو694/3/611شماره 

لذا، لازم می دانیم که از . فنی دانشگاه تهران میسر گردید
فنی و معاونت های دانشکده پردیس مسئولین محترم 

 .محترم پژوهشی دانشگاه تهران تشکر و قدردانی نمائیم
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